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Introduction 



Le principal problème, pour transformer les preuves mathématiques en programmes, est natu- 
rellement posé par les axiomes : en effet, on sait depuis longtemps comment traiter une preuve 
'w' , en logique intuitionniste pure (i.e. sans axiome), y compris au second ordre [21 El S] ■ 

Le premier de ces axiomes est le tiers exclu, et il paraissait insurmontable. La solution, tout à 



fait surprenante, a été donnée par T. Griffin [5] en 1990 et c'est là une découverte essentielle 
pour la logique. Dès ce moment, il était clair que tous les autres axiomes allaient suivre, en se 
plaçant dans un cadre adéquat. 

La théorie de la réalisabilité classique constitue un tel cadre : elle est développée dans PT2] , 
où on traite les axiomes de V Analyse (arithmétique du second ordre avec choix dépendant). 
Dans |14j . on commence à s'occuper de l'axiome du choix général, avec l'existence d'un ultrafiltre 
sur N ; l'outil principal est la notion de structure de réalisabilité, dans laquelle les programmes 
sont écrits en À-calcul. 

On la remplace ici par celle d'algèbre de réalisabilité, plus simple, et beaucoup plus utilisable du 
point de vue informatique. Il s'agit d'une variante de la notion usuelle d'algèbre combinatoire. 
Le langage de programmation n'est donc plus le A-calcul, mais un système convenable de com- 
binateurs ; les À-termes ne sont considérés que comme des notations ou abréviations, fort utiles 
au demeurant : un A-terme est infiniment plus lisible que sa compilation en combinateurs. 

On montre ici comment transformer en programmes les preuves utilisant l'axiome du choix 
dépendant et : 

i) l'existence d'un ultrafiltre non trival sur N ; 

ii) l'existence d'un bon ordre sur R. 

Bien entendu, (ii) implique (i) mais, la méthode utilisée pour (i) est intéressante, car elle donne 
des programmes plus simples. Ce point est important, parce qu'un nouveau problème apparaît 
maintenant, capital et fort difficile : interpréter les programmes obtenus, c'est-à-dire expliquer 
leur comportement. Un travail passionnant et de longue haleine. 

Le cadre logique est donné par la logique classique du second ordre, autrement dit, le schéma 
de compréhension. Toutefois, comme on utilise une relation d'appartenance sur les individus, il 
s'agit, en fait, d'une logique d'ordre 3 au moins. C'est d'ailleurs indispensable puisque, si l'axiome 
du choix dépendant sur R est exprimable comme un schéma au second ordre, les axiomes (i) et (ii) 
ne le sont pas. 

En utilisant la méthode exposée dans [TD], on peut obtenir les mêmes résultats dans ZF. 
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Il me paraît clair que la technique utilisée ici permettra de traiter tous les axiomes "naturels" 
introduits en théorie des ensembles. C'est déjà fait pour Vhypothèse du continu, qui fera l'objet 
d'un prochain article. L'axiome du choix et l'hypothèse généralisée du continu dans ZF ne me 
semblent pas soulever de problème sérieux, à part celui-ci : il faudra se servir du forcing avec 
classes propres d'Easton [3] à l'intérieur du modèle de réalisabilité, ce qui menace d'être très 
lourd. 

Un problème ouvert fort intéressant est posé par les axiomes de grand cardinaux, comme l'exis- 
tence d'un cardinal mesurable, ou par l'axiome de détermination. 

Mais le problème ouvert essentiel reste de comprendre ce que font les programmes obtenus, et 
ainsi d'arriver à les exécuter. Je crois que bien des surprises nous attendent là. 
En effet, au fur et à mesure qu'on réalise les axiomes usuels des mathématiques, on est amené 
à introduire des outils tout à fait standard et indispensables en programmation système : pour 
la loi de Peirce, ce sont les continuations (particulièrement utilisées pour les exceptions) ; pour 
l'axiome du choix dépendant, c'est l'horloge et la numérotation des processus ; pour l'axiome de 
l'ultrafiltre et le bon ordre sur R, ça n'est rien de moins que la lecture et l'écriture dans une 
mémoire globale, autrement dit l'affectation. 

On peut raisonnablement conjecturer que ces outils ne sont pas mobilisés pour rien, et donc que 
les programmes fort complexes qu'on obtient par ce travail de formalisation accomplissent des 
tâches intéressantes. Lesquelles ? 

Remarque. 

Le problème de transformer en programmes les preuves utilisant certains axiomes doit être posé correcte- 
ment du point de vue informatique. Prenons comme exemple une preuve d'un théorème d'arithmétique, 
utilisant un bon ordre de V(N) : en restreignant cette preuve à la classe des ensembles constructibles, on 
la transforme aisément en une preuve du même théorème n'utilisant plus ce bon ordre. Il suffirait donc, 
ensuite, de transformer cette nouvelle preuve en programme. 

Mais l'extraction du programme aura été effectuée sur une preuve profondément différente de la preuve 
originale. De plus, avec ce procédé, il est impossible d'associer un programme à l'axiome du bon ordre 
lui-même. Du point de vue informatique, il y a là un grave défaut de modularité : au lieu d'avoir mis 
l'axiome du bon ordre dans une bibliothèque de programmes, on est obligé de recommencer le travail de 
programmation à chaque nouvelle preuve. 

La méthode exposée ici utilise seulement le A-terme extrait de la preuve originale, qui contient donc une 
instruction pour l'axiome du bon ordre sur 'P(N), qui n'est pas encore implantée. Par une compilation 
convenable, elle le transforme en un programme qui réalise le théorème considéré. 

Comme corollaire de cette technique, on obtient un programme associé à l'axiome du bon ordre, que l'on 
peut mettre en bibliothèque pour le réutiliser. 

Algèbres de réalisabilité 

Une algèbre de réalisabilité est constituée par trois ensembles : A (ensemble des termes), II 
(ensemble des piles), A* II (ensemble des processus) avec les opérations suivantes : 

(Ç, rf) i— > (Ç)r) de A 2 dans A (application) ; 
(Ç, 7r) i— > £ . 7T de A x II dans II (empiler) ; 
(Ç, 7r) i— > £ ★ 7r de A x II dans A * II (processus) ; 
7T i— > k n de II dans A (continuation). 

On a, dans A, des éléments distingués B ,C, E, I , K,W,cc, appelés combinateurs élémentaires 
ou instructions. 
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Notation. Le terme (. . . (((Ç) 7 ?].^) . . .)r] n sera aussi noté (Ç) 7 ?]^ . . . ï] n ou £771772 • • • 7?n- 
Par exemple : £t?£ = (Ç)r/£ = (£77) £ = ((£)t7)C- 

On définit une relation de préordre, notée >-, sur A* II. C'est la plus petite relation réflexive et 
transitive telle que, quels que soient £, 77, £ G A et ir, vu G II, on ait : 

(£)77*7r y £*77.7T. 

/★£.7r>-£*7r. 
if*£.77.7r>-£*7r. 
E -kÇ .î] .ir y (£)t7 ★ 7T. 

tU * £ . 7? . 7T >- Ç -k ï] . ï] . ir. 

(7*£.77.C.vr >~ £*£.77.7r. 
S*£.77.C.vr >- (£)(77)C*vr. 

CC ★ £ . 7T >- £ * . 7T. 
k,,- * £ . ÎU >- £ * 7T. 

On se donne enfin une partie X de A*II qui est un segment terminal pour ce préordre, c'est-à- 
dire que : p € X, p' >- p p' G X. 

Autrement dit, on demande que X ait les propriétés suivantes : 

(£)T7 *7r^X=>£*77.7r^X. 

I*£.7T <£ X => £*7T £ X. 

K*£.77.7r^X^>£*7r^X. 

i?*£.77.7r^X^>(£)77*7r^X. 

Ty*£.77.7r^X=^£*T7.77.7r^X. 

C*£.77.C.7r^X^>£*£.77.7r^X. 

S*£.77.£.^^X^ (£)(77)C * 7T i X. 

CC*£.7T^X^>£*k 7r .7T^X. 

k„-*£.îi7^X=^£*7r^X. 
c-termes et À-termes 

On appelle c-terme un terme construit avec des variables, les combinateurs élémentaires 
B,C, E, I, K,W, ce et l'application (fonction binaire). Un c-terme est dit clos s'il est sans va- 
riable ; il est alors aussi appelé quasi-preuve et a une valeur dans A. 

Etant donné un c-terme t et une variable x, on définit le c-terme Xxt par récurrence sur t ; pour 
cela, on utilise le premier cas applicable dans la liste suivante : 

1. Xxt = (K)t si t ne contient pas x. 

2. Xxx = I. 

3. Xxtu = (CXx(E)t)u si u ne contient pas x. 

4. Xxtx = (E)t si t ne contient pas x. 

5. Xxtx = (W)Xx(E)t (si t contient x). 

6. Xx(t)(u)v = Xx(B)tuv (si uv contient x). 

On voit facilement que cette réécriture se termine : en effet, les règles 1 à 5 diminuent le nombre 
d'atomes du terme initial présents sous Xx, et la règle 6 ne peut être appliquée consécutivement 
qu'un nombre fini de fois. 

Les X-termes sont définis de la façon habituelle. 

Tout À-terme P, comportant éventuellement B, C, E, I, K, W, ce, définit donc un c-terme que 
nous notons |P|. Si P est un À-terme clos, il a donc une valeur dans A. 
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Remarque. La notation Xx est donc utilisée dans deux sens différents : dans les A-termes, c'est un consti- 
tuant de la syntaxe; dans les c-termes, c'est une abréviation. Dans cet article, sauf pour le théorème [TJ 
c'est dans ce dernier sens que nous l'utiliserons exclusivement. 

Théorème 1. Si t = \P\ et u = \Q\, alors t[u/x] = \P[Q/x]\. 

Preuve par récurrence sur la longueur de P. C'est immédiat si P est un atome, ou si P = PqP\. 
Si P = XyP', alors t = Xyt' avec t = \P\,t' = \P'\. On a t'[u/x) = \P'[Q/x]\ par hypothèse de 
récurrence. Donc |P[Q/sc]| = \Xy P'[Q/x] \ = \y\P'[Q/x]\ = Xyt'[u/x]. Comme t = Xyt', il reste 
à montrer Xyt'[u/x] = (Xyt')[u/x], ce qui est le lemme El 
C.Q.F.D. 

Lemme 2. Si t,u sont des c-termes, on a Xyt[u/x] = (Xy t)[u/x\. 

Preuve par récurrence sur le nombre de règles utilisées pour traduire Xyt. On considère la pre- 
mière règle utilisée. 

Si c'est la règle 1, t ne contient pas y et Xyt = Kt. Or, u ne contient pas y par hypothèse, donc 

ne le contient pas non plus. On a donc Xyt[u/x] = Kt[u/x], d'où le résultat. 
Si c'est l'une des autres règles, c'est trivial. 
C.Q.F.D. 

Remarque. Le théorème [T] n'est pas utilisé dans la suite. 

Théorème 3. Si t est un c-terme ne comportant que les variables x\, . . . , x n , et si £i, . . . , £ n G A ; 
alors Xxi . . . Xx n t * Çi £ n . tt y t[£x/xi, . . . , £ n /%n] * 7r - 

En raisonnant par récurrence sur n, on est ramené au cas où n = 1, qui est donné par le lemme [U 
Lemme 4. Si t est un c-terme ne comportant que la variable x, et si £ € A, alors : 

Xxt *Ç . TT t[Ç/x] *7T. 

Preuve par récurrence sur le nombre de règles 1 à 6 utilisées pour traduire le terme Xxt. On 
considère la première règle utilisée . 

Si c'est la règle 1, on a Xx t * £ . tt = (K)t * £ . tt y t* tt = * tt puisque x n'est pas dans t. 

Si c'est la règle 2, on a f = i et Xxt-k^.TT = I-k^.Try^-kTT = i[£/x] * vr. 

Si c'est la règle 3, on a t = uv et Xx t * £ . tt = (CXx(E)u)v * £ . tt y C * Xx{E)u . v . £ . tt 

y Xx(E)u * £ . v . tt y [E)u[£/x] -k v .tt (par hypothèse de récurrence) y E * u[£/x] . v . tt 

y (u[£/x])v -k tt = t[£/x] *tt puisque x n'est pas dans v. 

Si c'est la règle 4, on a t = ux et Xx t -k £ . tt = (E)u ★ £ . tt y E -k u . £ . tt y u£ * 7r = t[£/x] -kir 
puisque u ne contient pas x. 

Si c'est la règle 5, on a t = ux et Xx t -k £ . tt = {W)Xx{E)u * £ . 7r y W -k Xx(E)u . £ . tt 
y Xx(E)u -k £ . £ . tt y (E)u[Ç/x) * £ .tt (par hypothèse de récurrence) y E -k u[£/x] . £ . tt 
y (u[£/x])£*7r = t[Ç/x] -kTT. 

Si c'est la règle 6, on a t = (u)(v)w et Xx t -k £ . tt = Xx(B)uvw -k £ . tt y 
y (B)u[t; / x]v[£ / x]w[£ / x] -kir (par hypothèse de récurrence) 
y B k u[Ç/x] . v[£/x] . w[£/x] . tt y (u[£/x])(v[£/x])w[Ç/x\ * tt = t[Ç/x] * tt. 
C.Q.F.D. 

Déduction naturelle 

Avant d'expliciter le langage formel que nous allons utiliser, il est bon de décrire informellement 
les structures (modèles) que nous avons en vue. Ce sont des structures du second ordre, à deux 
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types d'objets : les individus appelés aussi conditions et les prédicats (d'arité diverses). Comme 
il s'agit d'une description intuitive, on se limite aux modèles dits pleins. 
Un tel modèle est constitué de : 

• un ensemble infini P (ensemble des individus ou conditions). 

• l'ensemble des prédicats d'arité k est V(P k ) (modèle plein). 

• des fonctions de P k dans P. 

En particulier, on a un individu et une fonction bijective s : P — >■ (P \ {0}). Cela permet de 
définir l'ensemble des entiers N comme le plus petit ensemble contenant et clos par s. 
On a aussi une condition notée 1 et une application notée a de P 2 dans P. 

• des relations (prédicats fixés) sur P. En particulier, on a la relation d'égalité sur les individus 
et le sous-ensemble C des conditions non triviales. 

C\pAq] se lit : " p et q sont deux conditions compatibles". 

On passe maintenant au langage formel, pour écrire des formules et des preuves concernant ces 
structures. Il est constitué par : 

• des variables d'individu ou variables de conditions notées x, y, . . . ou p, q, . . . 

• des variables de prédicat ou variables du second ordre X, Y, ... ; chaque variable de prédicat 
a une arité qui est dans N. 

• des symboles de fonction sur les individus f,g,...; chacun d'eux a une arité qui est dans N. 
On a, en particulier, un symbole de fonction d'arité k pour chaque fonction récursive / : N fc — > N. 
Ce symbole sera noté aussi /. 

On a aussi un symbole de constante 1 (qui représente la plus grande condition) et un symbole 
de fonction binaire a (qui représente la fonction inf sur les conditions). 

Les termes sont formés à la façon habituelle avec les variables et les symboles de fonction. 

Les formules atomiques sont de la forme X(t±, . . . , t n ), où X est une variable de prédicat d'arité 
n, et ii, . . . , t n sont des termes. 

Les formules sont construites comme d'habitude, à partir des formules atomiques, à l'aide des 
seuls symboles logiques — >-,V : 

• chaque formule atomique est une formule ; 

• si A, B sont des formules, alors A — > B est une formule ; 

• si A est une formule, alors \/xA et MX A sont des formules. 

Notations. La formule A\ — > (A% —>■(... (A n —ïB)...) sera notée Ai, Ai, ■ ■ ■ , A n — > B. 
Les symboles logiques usuels sont définis comme suit : 

(X est une variable de prédicat d'arité 0, appelée aussi variable propositionnelle) 

± = VX X ; ^A = A-> _L ; AV B = (A _!_),(£ -> _L) _L ; AAB = (A,B -> _L) -»• _L ; 

3 y F = (Vy(i ? — > _L) — > _L (où y est une variable d'individu ou de prédicat). 

Plus généralement, on écrira 3 y{F\, ■ ■ ■ , Fk} pour V y(Fi, . . . , Fk — >■ -L) — > _L. 

On pourra noter F une suite finie de formules Fi , . . . , F^ ; 

on écrira alors 3 y {F} et V y (F — > _L) — >■ _L. 

x = y est la formule \/Z(Zx — >■ Zy), où Z est une variable de prédicat unaire. 

Les règles de la déduction naturelle sont les suivantes (les Ai sont des formules, les Xi sont des 
variables de c-terme, t, u sont des c-termes) : 

. \~ Xi . Ai . 

: A n \- t : A —ï B, xi : Ai, . . . , x n : A n h u : A 

xi : Ai, . . . ,x n : A n h tu : B. 
: A n ,x : A\- t : B =>- xi : Ai, . . . ,x n : A n h Xxt : A ->■ B. 
, x n : A n h i : A =^ x\ : Ai, . . . , x n : A n h t : Vx A quelle que soit la variable x 
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(individu ou prédicat) qui n'apparaît pas dans Ai, . . . ,A n . 

5. x\ : Ai, . . . , x n : A n h t : Vx A x\ : Ai, . . . , x n : A n h t : A[r/x] où x est une variable 
d'individu et r un terme. 

6. Xi : Ai, . . . ,x n : A n h t : \/X A =>• xi : Ai, . . . , x n : A n h t : A[F/Xyi . . . y^] où X est une 
variable de prédicat d'arité k et F une formule quelconque. 

Remarque. 

Dans la notation A[F/Xyi . . . yk], les variables yi,---,yu son t liées. Une notation plus usuelle est 
A[kji . . . kjk F/X). Je ne l'emploie pas, car cela introduit un troisième usage de À. 



Réalisabilité 

Etant donnée une algèbre de réalisabilité A = (A, II, A* II), un A-modèle Xi est l'ensemble des 
données suivantes : 

• Un ensemble infini P qui est le domaine de variation des variables d'individu. 

• Le domaine de variation des variables de prédicat d'arité k est V(H) ■ 

• A chaque symbole de fonction / d'arité k, on associe une fonction de P k dans P, notée / ou 
même / s'il n'y a pas d'ambigùité. 

En particulier, on a donc un élément distingué de P et une fonction s : P — > P (interprétation 
du symbole s). On suppose que s est une bijection de P sur P \ {0}. On peut alors confondre 
s n G P avec l'entier n. On a donc N C P. 

Chaque fonction récursive / : N fc — » N est, par hypothèse, un symbole de fonction. Bien entendu, 
on suppose que son interprétation / : P k — > P prend les mêmesvaleurs que / sur N fc . 
Enfin, on a aussi une condition 1 G P et une fonction binaire a de P 2 dans P. 

Un terme clos (resp. une formule close) à paramètres dans le modèle A4 est, par définition, un 
terme (resp. une formule) où on a remplacé les occurrences libres de chaque variable par un 
paramètre, c'est-à-dire un objet du même type du modèle A4 : une condition pour une variable 
d'individu, une application de P k dans "P(II) pour une variable de prédicat fe-aire. 
Chaque terme clos t, à paramètres dans A4 a une valeur t £ P. 

Une interprétation I est une application qui associe un individu (condition) à chaque variable 
d'individu et un paramètre d'arité k à chaque variable du second ordre d'arité k. 
X[x p] (resp. X[X X]) est l'interprétation obtenue en changeant, dans I la valeur de la 
variable x (resp. X) et en lui donnant la valeur p € P (resp. X € "P(II) ). 

Pour toute formule F (resp. terme t), on désigne par F 1 (resp. t x ) la formule close (resp. le terme 
clos) avec paramètres obtenue en remplaçant chaque variable libre par la valeur donnée par X. 

Pour chaque formule close F x à paramètres dans A4, on définit deux valeurs de vérité : 
\\F X \\ C n et \F X \ C A. 

\F X \ est défini par : £ G \F X \ (Vtt G ||F X ||) f * ?r G X. 
|| F 1 1| est définie par récurrence sur t : 

• F est atomique : alors F x est de la forme X(ti, . . . , tk) où X : P k — >■ P(II) et les tj sont des 
termes clos à paramètres dans A4. On pose ||<-f (ii, . . . ,t/,)\\ = X(t\, . . . ,tfc). 

• F = A^B : on pose ||F X || = {Ç . tt ; Ç G |^ x |, vr G ||-B Z ||}. 

• F = \/xA : on pose \\F X \\ = \J{\\A X ^ X ^\\ ; p e P}. 

• F = VX A : on pose \\F X \\ = \J{\\A X ^ X< ~^\\ ; X G V(U) pk } si X est une variable de prédicat 
A;- aire. 

Notation. On écrira £ |f- F pour Ç G |F|. 
Théorème 5 (Lemme d'adéquation). 

Si xi : Ai, . . . , Xk : A^ h t : A et si £i |f- A x , |f- A x , où I est une interprétation, alors 
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t[Ç 1 /x 1 ,...,Ç k /x k ] \^A X . 

En particulier, si A est close et si h t : A, alors t \\- A. 

Preuve par récurrence sur la longueur de la démonstration de x\ : Ai, . . . , x n : A n h t : A. 
On considère la dernière règle utilisée. 

1. On & t = Xi, A = Ai. Or, on a supposé |f Af et c'est le résultat cherché. 

2. On a t = uv et on a déjà obtenu Xi : Ai, . . . , X]~ : Af. h u : B — > A et xi : Ai, . . . , Xf. : A\. V 
v : B. Etant donnée 7r G H^lf on doit montrer (uv)[^i/xi, . . . ,£,k/ x k\ *7r G X. 

Par hypothèse sur X, il suffit de montrer u[Çi/.xi, . . . , Çk/ X k] *v[Çi/%i, ■ ■ ■ , ik/ x k] • vr G X. 
Par hypothèse de récurrence, on a v [Çi/xi, . . . , Çk/xk] |f B 1 et par suite : 
v[£i/xi,...,£ k /x k ].ir G \\B X A x \\. 

Or. par hypothèse de récurrence, on a aussi u[£i/xi, . . . ,Çk/ x k] |f B x — > A x , d'où le résultat. 

3. On a A = B — > C, t = Xx u. On doit montrer : 

\x u[£i/xi, . . . , £,k/ x k] ||- B x — > C x et on considère donc £ |f- S 1 , 7r G On est ramené à 

montrer \xu[£i/xi, . . . , . ir G X. Pour cela, par hypothèse sur X et d'après le lemme[U 

il suffit de montrer u[£/x, Çi/xi,..., Çk/xk] * vr G X. 

Cela résulte de l'hypothèse de récurrence appliquée à x\ : A\, . . . ,x n : A n , x : B h u : C. 

4. On a A = VX S, X n'étant pas libre dans Ai, ... , ^4 n . On doit montrer : 

t[£i/xi, . . . ,&/a; fc ] H- (VIB) 1 , c'est-à-dire tfo/xi, . . . ,&/x fc ] |f S- 7 avec J = 1[X «- X}. Or 
on a, par hypothèse, £j \\~ A x donc £j |f- : en effet, comme X n'est pas libre dans A4, on a 
U A? Il = ||A^|j. L 'hypothèse de récurrence donne alors le résultat. 

6. On a A = B[F/Xy\ . . . y n ] et on doit montrer : 

t[ii/xi, . . . ,Çfc/x fc ] \\-B[F/Xyi . ..yn} 1 avec l'hypothèse t[Çi/xi, . . . ,Çk/xk] |f (VIB) 1 . 
Cela découle du lemme [6j 
C.Q.F.D. 

Lemme 6. \\B[F/Xy 1 . ..y n ] x \\ = \\B X ^ X ^^\\ où X : P n -)• P(II) esi de/mi par : 
X{pi,...,p n ) = ||i^twi<-Pi.---.w»<-P»]||. 

Preuve par récurrence sur B. C'est trivial si X n'est pas libre dans B. Le seul cas intéressant de 
la récurrence est B = WC, et on a donc Y ^ X. On a alors : 
\\B[F/Xyi . . . y n ] x \\ = ||(VY C[F/X Vl . . . y n ]) x \\ = [j y \\C[F/X yi . . . y n ] x ^ y \ 
Par hypothèse de récurrence, cela donne \J y \\C x ^ Y< ~ y ^ x< ~ x ^\\, soit \J y \\C X ^ X ^ X ^ Y ^\\ c'est-à- 
dire ||(VyC) x [ x ^]||. 
C.Q.F.D. 

Lemme 7. Soient X ,y C LE des valeurs de vérité. Si ir G X , alors k„ ^- X —> y. 

Soient Ç \\- X et p G 3^ ; on doit montrer -k Ç . p G X, soit £ * ir G X, ce qui est clair. 
C.Q.F.D. 

Proposition 8 (Loi de Peirce). ce |f VXVT(((X -> y) ->■ X) -> X). 

On doit montrer que ce |f ((AT -> y) -4 Af) -> Af. Soient donc £ jj- (Af -4 }>) -> Af et vr G ||Af|| ; 
on doit montrer que ce ★ Ç . 7r G X, ou encore £ * . 7r G X. D'après l'hypothèse sur £ et ir, il 
suffit de montrer que k^ |j- Af — >■ [V, ce qui résulte du lemme [71 
C.Q.F.D. 

Proposition 9. i) Si t \\- A ^ B , alors Vu(u \\- A ^ tu |f- S). 

zïj SiVu(u |f A^t« |f -B), a/ors (E)t\\-A^B. 
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i) D'après tu -kir >- t-ku.ir. 

ii) D'après (E)t * u . tt y tu * tt. 
C.Q.F.D. 



Symboles de prédicat 

On utilisera dans la suite des formules étendues utilisant des symboles (ou constantes) de prédicat 
sur les individus R,S,. . . Chacun d'eux a une arité, qui est dans N. 

On a, en particulier, un symbole de prédicat unaire C (pour représenter l'ensemble des conditions 
non triviales). 

On ajoute aux règles de construction des formules, les règles : 

• Si F est une formule, R une constante de prédicat n-aire et t\, . . . ,t n sont des termes, alors 
R(ti, . . . , t n ) — > F et R(ii, . . . , t n ) h- > F sont des formules. 

• T est une formule atomique. 

Dans la définition d'un ^4-modèle A4, on ajoute la clause : 

• A chaque symbole de relation R d'arité n, on associe une application, notée R^ ou R, de P n 
dans V(A). On écrira aussi |R(pi, . . . ,p n )\, au lieu de R(pi, . . . ,p n ), pour pi, . . . ,p n G P. 

En particulier, on a une application C : P — > V(A), que l'on notera |C[p]|. 

On définit comme suit la valeur de vérité dans A4 d'une formule étendue : 
||T|| = 0. 

||(R(ti, ...,*„)->• F) x \\ = {t . tt; t G |R(t? , . . . ,^)|,tt G \\F*\\}. 
||(R(ii,...,i„) ^ F) x \\ = \\F X \\ si/G |R(^,...,^)|; 
||(R(il,...,t„) =0 sinon. 

Proposition 10. 

i) \x{x)I |f VXixi...Vx n [(R(x 1 ,...,x n ) ->X) ->■ (R(xi,...,x n ) >-> X)]. 

ii) Si on a |R(pi, . . . ,p n )\ 7^ =^ I € | R (pi , . . . ,p n )\ quels que soient p\, . . . ,p n G P, alors : 
K |f- VXVx 1 ...Vx n [(R(x 1 ,...,x n ) ^X) -> (R(x!,...,x n ) -> X)]. 

Trivial. 

C.Q.F.D. 

Remarque. D'après la proposition [TUl 011 voit que, si l'application R : P n — > V(A) ne prend que les 
valeurs {/} et 0, on peut remplacer R(ii, . . . , t n ) —s- F par R(ii, . . . , t n ) ^ F. 

On définit le prédicat binaire ~ en posant \p — q\ = {/} si p = q et \p ~ q\ = si p 7^ q. 
D'après la remarque ci-dessus, on peut remplacer p ~ q — > F par p ~ q 1— > F. La proposition QT] 
montre qu'on peut aussi remplacer p = q — > F par p ~ q 1-4 -F '. 

Notations. On écrira p = q >—?■ F au lieu de p ~ ç 1— > i 7 . On a donc : 
||p = ç h-> F|| = ||F|| si p = q ; ||p = q i-> F|| = si p 7^ q. 
On écrira p 7^ q pour p = q 1-4 -L On a donc : 
IIP 7^ (/Il = n si p = g et ||p 7^ g|| = si p 7^ g. 

L'utilisation de p = q 1— > i 7 au lieu de p = q — > F, et de p 7^ g au lieu de p = q — > _L, simplifie 
beaucoup le calcul de la valeur de vérité d'une formule comportant le symbole =. 

Proposition 11. 

i) Xx xi |f- VXVxVy((x = y ^ X) ^ {x = y^ X)) ; 

ii) XxXyyx |f- VXVxVy((x = y4 AT),x = y — > X). 
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i) Soient a,b G P , X C II, £ |j- a = b -4 X et 7r G ||o = b i-4 

On a donc a = b, d'où / [)- o = 6, donc Ç * / . 7r G X, d'où Ax x/ * Ç . 7r G X. 

ii) Soient maintenant 77 |-|— (a = 6 i — >- X), £ \\~ a = b et p G ||<-f ||. 

On montre que AxAy yx * 77 . £ . p G X autrement dit £ ★ 77 . p G X. 
Si a = b, alors 7/ |f X, ( |f VT(Y -4 T). On a 77 . p G ||# -4 #||, donc Ç-kr]. p G X. 
Si a 7^ 6, alors £ |j- T — > X, donc (tïj.pel. 
Dans les deux cas, on a le résultat voulu. 
C.Q.F.D. 

Remarque. 

Soient R une partie de P k et 1^ : P k — > {0, 1} sa fonction caractéristique, définie par : 
1r(Pi, ...,p n ) = l (resp. = 0) si (p ls . . . ,_p„) G iî (resp. (pi, . . . ,p n ) £ R). 
On étend le prédicat R au modèle A4 en posant : 

\R(pi, ■ ■ ■ ,p n )\ = {1} (resp. = 0) si (p X) . . . ,p n ) e (resp. (p x , . . . ,p n ) i R). 

D'après les propositions [TOI et [TT1 on voit que R(x\, . . . , £„) et 1r(xi, . . . , x n ) = f sont interchangeables. 
Plus précisément, on a : 

7 |f VXVxi...Vx n ((iî(x lî ... î x„) ^X) o (l^xi,...,^) = 1^X)). 

Pour chaque formule j4[xi, . . . , x k ], on peut définir le symbole de prédicat /c-aire Na, en posant 
\Na(pi, ■ ■ ■ ,Pk)\ = {k w ', 7T G • • • ,Pk] ||}- La proposition [Ï2l montre que Na et — 1>4. sont 

interchangeables ; cela peut simplifier les calculs de valeurs de vérité. 

Proposition 12. 

i) I |fVxi . .. y ix k {N A {x\, • • • ,x k ) -4 ->A(zi, . . . ,x fc )) ; 

ce If Vxi . . . Vx k ((N A (xi, . . . , x k ) -4 _L) -4 ^4(xi, . . . ,x k )). 

i) Soient pi,... ,p k G P, 7r G ||^4(pi, . . . ,p k )\\, £ fh^CPli • • • >Pfc) et p G II. On doit montrer : 
/ -k . £ . p G X, soit £ * 7r G X, ce qui est évident. 

ii) Soient 77 |f Na(pi, ■ ■ ■ ,p k ) — > -L et 7r G • • • ,Pfc)||- On doit montrer : 
ce * 77 . 7r G X, soit 77* k w . ir G X, ce qui est clair, puisque k w G \Na(j>i, ■ ■ ■ ,p k )\- 

C.Q.F.D. 

Combinateur de point fixe 

Théorème 13. On pose Y = AA avec A = XaXf(f)(a)af . On a alors Y*Ç.7r^£*YÇ.7r. 

Soit f : P 2 -4 P telle que f(x,y) = 1 soit une relation bien fondée sur P. On alors : 
1) Y |f VX{Vx[Vy(/(y,x) = 1 h4 Xy) -4 Ix] ^VxXx}. 
77; Y |f VXi . ..VX fe 

{Vx[Vy(Xiy, . . . ,X fc 7/ -4 /(y,x) ^ l),Xix, . . . ,X fc x 4l]4 Vx(Xix, . . .,X k x -4 1)}. 
La propriété Y * Ç . 7r >- Ç * Y£ . 7r est immédiate, d'après le théorème [3l 

i) On fixe X : P -4 'P(II), p G P et £ |f \/x\Vy(f(y, x) = 1 4 Afy) -4 Afx]. On montre, par 
induction sur la relation bien fondée /(x, 77) = 1, que Y * £ . ir G X pour tout 7T G Xp. 

Soit donc ir G # p ; d'après (i), on a Y ★ Ç . ir y £ * YÇ . 7r et il suffit donc de montrer que 
£ -k Y£ . 7r G X. Par hypothèse, on a £ |f Vy(/(y, p) = 1 1-4 -4 Afp ; il suffit donc de montrer 
que Y£ |f f(q,p) = 1 1-4 Afq pour tout q G P. C'est évident si f(q,p) ^ 1, par définition de 1-4. 
Si f(q,p) = 1, on doit montrer Y£ |f ^(7, soit YiÇ./)£l pour tout p G <-f<7. Or, cela découle 
de l'hypothèse d'induction. 

ii) La preuve est presque identique : on fixe X\, . . . , X k : P -4 "P(II), p G P et 

Ç |f Vx[Vy(^'i77, . . . , X k y — > f(y,x) ^ 1), X\x, . . . , X k x -4 _L]. On montre, par induction sur la 
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relation bien fondée f(x, y) = 1, que Y * £ . ir G X pour tout 7r G ||<-tiP, • • • , X^p — > I 1 1 - 

Comme précédemment, on est ramené à montrer que : 

Y£ |f- Xiq, . . . , X^q — > f(q,p) ^ 1 pour tout q G P ; c'est évident si f(q,p) ^ 1. 
Si f(q,p) = 1, on doit montrer YÇ |f- Aig, . . . , A^g — » _L, ou encore : 

Y* £ . p G X pour tout p G H^g, ■ ■ ■ , X^q — )■ ±||. Or, cela découle de l'hypothèse d'induction. 
C.Q.F.D. 

Entiers, mise en mémoire et fonctions récursives 

On a un symbole de constante et un symbole de fonction unaire s qui est interprété, dans le 
modèle M par une fonction bijective s : P — > (P \ {0}). 

Rappelons que nous avons identifié s n avec l'entier n et qu'on suppose donc que N C P. 
On désigne par int(x) la formule \/X(\/y(Xy — ^ Xsy),X0 —s- Xx). 

Soit u = (n n ) ng N une suite d'éléments de A. On définit le symbole de prédicat unaire e u en 
posant: |e u (s n 0)| = {u n } ; |e u (p)| = si p N. 

Théorème 14. Soient T u , S u G A ie/s gue /'on ait S u |f- (T — >■ _L), T — >■ ± : 

T u * cf) . v .t: >- v * S u . (f) . u$ . T[ ; S u * ip . u n . ir y ip * u n+ i . tt 

quels que soient u, <p, ip G A ef 7T G II. v4Zors : 

T M |f VXVx[(e M (x) -> X), mi(z) ->• X]. 

T u es£ appelé opérateur de mise en mémoire. 

Soient p G P, 4> \\- e u (p) — > X, v |f int(p) et f G ll^ll- On doit montrer T u -k (f> . u . tt G X 
autrement dit v * S u . (p • uo . tt G X. 

• Si p £ N, on définit le prédicat unaire Y en posant : 
Y(q) = T si g G N ; Y(q) = T — > _L si g ^ N. 

On a donc, évidemment, |f Y(0) et uq .tt £ ||Y(p)||. 

Or, par hypothèse sur za on a v jf \/y(Yy — » Ysy), Y0 — >■ Fp. Il suffit donc de montrer que : 
Su |f Vy(Yy ->• ysy), soit S u \\-Y(q) -> F(sg) pour tout q G P. 
C'est évident si g G N, puisqu'alors ||Y(sg)|| = 0. 

Si g <^ N, on doit montrer 5 U |f (T — y _L), T — >■ _L, ce qui résulte de l'hypothèse. 

• Si p G N, on a p = s p ; on définit le prédicat unaire Y en posant : 
||ÏV0|| = {u p -i . tt} pour < i < p et ||Yg|| = si g £ {s*0; < i < p}. 
Par hypothèse sur v, 0, 7r, on a : 

i/ |f Vy(Yy -> Ysy),Y0 -> Ys p ; |f Y0 ; u . vr G ||Ys p 0||. 

Il suffit donc de montrer que S u |f Vy(Yy — >■ Ysy), soit S* u |f Yg — > Ysq pour tout g G P. 
C'est évident si g ^ {s l 0; < i < p}, car alors ||Ysg|| = 0. Si g = s*0 avec i < p, soit £ |f Yq ; 
on doit montrer S u *l; . u p ~i-\ . tt G X. Or, on a S u *£ . %>_j_i . 7r >- £ *u p -i . tt qui est dans X, 
par hypothèse sur £. 
C.Q.F.D. 

Notation. On définit les c-termes clos = XxXyy; a = XnXfXx(f)(n)fx; et, pour chaque 
n G N, on pose n = (<r) n 0. On définit le symbole de prédicat unaire ent(x) en posant : 
|ent(n)| = {n} si n G N ; 
|ent(p)| = si p £ N. 

Autrement dit, ent(x) est le prédicat e u (x) lorsque la suite u est (n)neN- 
Théorème 15. 

On pose T = XfXn(n)SfO, avec S = XgXx(g)(a)x. On a alors : 
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i) T ||-VXVx((eni(x) -)■ X), int(x) X). 
m,) / ||- \/x((ent(x) — >int(x)). 

T est donc un opérateur de mise en mémoire. 

i) On a immédiatement, d'après le théorème [3]: 
T*4>.v.TTyv*S.<p.0.TT] S * Tp . (cr) n . tt y ip * (cr) n+1 . vr 
quels que soient u, (f), ip G A et tt G II. 

On vérifie que 5 |f- (T — > _L), T — > _L : en effet, si £ |f- T — » _L, alors S . n . tt y Ç-kar] . tt G X 
quels que soient 77 € A et 7r G II (d'après le théorème [3j) . 
Le résultat est alors immédiat, d'après le théorème 1141 

ii) On doit montrer / Jf- ent(p) — > int(p) pour tout p G P. On peut supposer p G N (sinon 
ent(p) = et le résultat est trivial). On doit alors montrer : 

I *<7 P 0. p G X sachant que p G ||int(s p 0)||. 

II existe donc un prédicat unaire X : P — >■ P(II), |j-Vy(Xy — > Xsy), oj |j— ATO et 7r G ||Xs p 0| 
tels que p = <J) . uj . ir. On doit montrer (o") p * . w . 7r G X. On montre, en fait, par récurrence 
sur p, que (cj) p * </> . oj . tt G X pour tout tt G ||Xs p 0|| . 

Pour p = 0, soit 7r G ||X0|| ; on doit montrer * (p . oj . tt G X, soit w*ît G 1, ce qui est évident 
puisque oj \\- X0. 

Pour passer de p à p + 1, soit tt G ||Xs p+1 0||. On a : 

a p+1 -k <p . oj . tt = (a) (a) p * <fi . oj . tt y a * a p . <fi . oj . tt y <f> * (a p 0)(f)OJ . tt. 

Or, par hypothèse de récurrence, on a a p 0-k(p . oj . p G X pout tout p G ||Xs p 0||. Il en résulte que 
(o- p 0)(/)oj ||- Xs p 0. Comme (f> |f Xs p -> Xs p+1 0, on a bien * (a p 0)ç!)w . vr G X. 
C.Q.F.D. 

Le théorème [TÏÏ] montre qu'on peut utiliser le prédicat ent(x) au lieu de int(x), ce qui simplifie 
beaucoup les calculs. En particulier, on définit le quantificateur universel restreint aux entiers 
Vx mt en posant Vx F = Va;(int(a;) — » F). 

On peut donc le remplacer par le quantificateur universel restreint à ent(x) défini par : 

Vx ent F = Vx(ent(x) -> F). On a alors ||Vx ent F|| = {n.vr; n G N,tt G ||F[s n 0/x] ||}. 

La valeur de vérité de la formule Vx ent F est donc beaucoup plus simple que celle de la formule 

Vx in V. 

Théorème 16. Soit (f) : N — > N une fonction récursive. Il existe un \-terme clos 6 tel que, si 
m G N ; n = (j){m) et f est une X-variable, alors 9m f se réduit à fn par réduction de tête faible. 

Il s'agit d'une variante du théorème de représentation des fonctions récursives par des À-termes. 
Elle est démontrée dans |12j. 
C.Q.F.D. 

Théorème 17. Soit <f> : N fc -> N une fonction récursive. On définit, dans A4, un symbole de 
fonction f en posant f(s mi 0, . . . , s mk 0) = s n avec n = <f)(rn\, . . . , mt) ; on prolonge f de façon 
arbitraire sur P k \ N k . Alors, il existe une quasi-preuve 6 telle que : 
6 |f Vxi . ..Vx k [int(xi), . . . , int(x k ) -^int(f(x\, . . . ,x k ))]. 

Pour simplifier, on suppose k = 1. D'après le théorème 1151 il suffit de trouver une quasi-preuve 
9 telle que 9 |f- Vx[e(x), (e(/(x)) — >■ _L) — > _L]. Autrement dit : 
9 |f- e(p), (e(f(p)) -> _L) -ï ± pour tout p G P. 

On peut supposer que p = s m (sinon, e(p) = et le résultat est trivial). 

On a donc e(p) = {m} ; on doit donc avoir 9*m . £ . tt G X pour tout tt G II et £ |f- e(s n 0) — > _L, 
avec n = (f)(m). 
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On prend le A-terme 9 donné par le théorème 1161 D'après ce théorème, on a : 
9 -k m. Ç . tt >- £ -k n. 7T, qui est dans JL, par hypothèse sur £. 
C.Q.F.D. 

Remarque. On a ainsi réalisé par des quasi-preuves, tous les axiomes de l'arithmétique du 
second ordre, avec un symbole de fonction pour chaque fonction récursive. 

Algèbres standard 

Une algèbre de réalisabilité A est dite standard si son ensemble de termes A et son ensemble de 
piles II sont définis comme suit : 

On a un ensemble dénombrable Uo qui est l'ensemble des constantes de pile. 
Les termes et les piles de A sont les suites finies d'éléments de l'ensemble : 

U U{B,C,E,I,K,W,cc,ç,x,x'M,U]>-} 
qui sont obtenus par les règles suivantes : 

• B, C, E, I, K, W, ce, ç, x> x' sont des termes ; 

• chaque élément de Ilo est une pile ; 

• si Ç, 77 sont des termes, alors est un terme ; 

• si Ç est un terme et tt une pile, alors £ . tt est une pile ; 

• si 7r est une pile, alors k[7r] est un terme. 

Un terme de la forme k[7r] est appelé continuation. Il sera noté aussi k n . 

L'ensemble des processus de l'algèbre A est AxIL 
Si Ç € A et tt G II, le couple (Ç, tt) est noté £ ★ tt. 

Une pile est donc de la forme tt = £1 Ç n . ttq, où £1, • • • , £ n 6 A et ttq € Ilo (^o est une 

constante de pile). Etant donné un terme r, on pose tt t = £1 £ n . r . ttq. 

On fixe une bijection récursive de II sur N, notée tt n^. 

On définit une relation de préordre, notée sur A* II. C'est la plus petite relation réflexive et 
transitive telle que, quels que soient £, 77, £ € A et tt, w G LT, on ait : 

(£)?7 -k TT >- £ -k 1] . TT. 

I *Ç .TT >- £*7T. 

K -k £ .7] .TT y £ ★ 7T. 

E k £ . ry . tt >- (£)r/ ★ tt. 

W kr £ . Tj . TT >- t; -k 1] . 1] . TT. 

Bk£. v .(.TT y (£)(?7)C*7r. 

CC ★ £ . 7T >- Ç * . 7T. 
k n -k £ .VJ >- Ç * 7T. 
Ç-kÇ.TTyÇ-kn^.TT. 
X* Ç . VT T ^ £ * T . 7T. 
X' * £ . T . 7T y £ * 7T T . 

On se donne enfin une partie X de A*I1 qui est un segment terminal pour ce préordre, c'est-à-dire 
que : p£l, p'^p=> p'El. 

Autrement dit, on demande que X ait les propriétés suivantes : 
(£)ry *7r^X=>£*77.7r^X. 

I*£.7T $ X £*7T g X. 

iT*£.77.7r^X=>Ç*7r^X. 

£*£.77.7T^X=> (£)t7 * 7T ^ X. 
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£*£.î7.Ç.tt^X^ (Ç)( r /)C*7r £ JL- 
k^Ç-ro^X^Ç + Tr^X. 
X*£.7r T ^X=>£*T.7r^X. 

X'*Ç.T.7T^X=>Ç*7T T ^X. 

Remarque. Le seul élément non fixé dans une algèbre de réalisabilité standard est donc l'en- 
semble de processus X. 

L'axiome du choix sur les individus (ACI) 

Soient A une algèbre de réalisabilité standard et Ai un ^4-modèle, dont l'ensemble d'individus 
est noté P. On a alors : 

Théorème 18 (ACI). Pour chaque formule close \/x\ . . . \/x m Vy F avec paramètres, il existe 

une fonction f : p m+1 — > p telle que l'on ait : 

i) ç |f Vzi . . .Vx m (Vx(int(x) -s- F[f(x 1 , . . .,x m ,x)/y]) ->■ Vy F). 

H) ç |f Vxi . . . Mx m {Mx{ent(x) -4 F[f(x x , . . . ,x m ,x)/y]) -» VyF). 

Pour pi, . . . ,p m , fc G P, on définit f(p\, . . . ,p m , k) de façon arbitraire si k N. 
Si k G N, on a = pour une pile 7Tfc € Il et une seule. On définit la fonction f(pi, ■ ■ ■ ,p m , k) 
au moyen de l'axiome du choix, de façon que, s'il existe q G P tel que 7Tfc G H-Pfpi, • • • ,Pm,^]||, 
on ait ir k G \\F]pi, . . . ,p m ,f(pi, ■ ■ ■ ,p m , k)]\\. 

i) On doit montrer ç [f Vx(int(x) ->• F\p x , . . . ,p m , f(p 1: . . . ,p m , x)]) -» F\px, . . . ,p m , q], quels 
que soient p±, . . . ,p m , q G P. 

Soient donc Ç |f Vx(int(x) -> F\pt, . . . ,p n ,f(pi, ■ ■ ■ ,Pn,x)]) et tt G \\F\px, . . . ,p m ,q]\\ ; on doit 

montrer ç * Ç . tt G X, soit Ç * . 7r G X. Or, on a : 

Ç |f intffi^) -4 F\px, . . . ,p m , f(pi, ...,p m , n w )] par hypothèse sur £ ; 

|f int^Tr) d'après le théorème [5]; 
tt G ||-F[pi, • • • iPmi fipii ■ ■ ■ iPmi n 7r)]|| P ar hypothèse sur tt et par définition de /. 

ii) La preuve est la même; on observe simplement que G |ent (n^) | . 
C.Q.F.D. 

Modèles génériques 

A partir d'une algèbre de réalisabilité standard A et d'un >A-modèle Ai, on construit une nouvelle 
algèbre de réalisabilité B et un B- modèle Af, qui est dit générique sur Ai . Nous définirons ensuite 
le forcing, qui est une transformation syntaxique sur les formules ; c'est l'outil essentiel pour 
calculer les valeurs de vérité dans le modèle générique Af. 

On considère donc une algèbre de réalisabilité standard A et un ^.-modèle Ai dont l'ensemble 
d'individus est P. 

On a un prédicat unaire C : P — > P(A), une fonction binaire a : P 2 — > P et un individu distingué 

I £ P. On suppose que les données {C, a, 1} constituent une structure de forcing dans Ai, ce qui 
veut dire qu'on a la propriété suivante : 

II existe six quasi- preuves ao, ct±, a.%, /3q, /3i,/32 telles que : 
r G |C[(pAç)Ar]| => a>QT G |C[pa(</at')]| ; 

r G \C[p]\ => a\T G |C[pAl]| ; 
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r G |C[paç]| =4> a 2 r G |C[ç]| ; 

r G |C[p]| => /3 r G |C[pAp]| ; 

r G |CM| => P X T G |C[çap]| ; 

r G |C[((pAg)Ar)As]| => /3 2 r G |C[(pA(gAr))As]|. 

Nous appellerons C-expression une suite de symboles de la forme 7 = (<5o)(^i) • • • (<5fc) où chaque 
ôi est l'une des quasi-preuves ao,cei,ct2, fto, fil, 02- 

Une telle expression n'est pas un c-terme, mais 7T en est un, pour tout c-terme r ; 
le terme 7T = (<5o)(<ïi) • • • (<5fc)r sera aussi écrit (7)1". 

Notation. Un A-terme est un terme écrit avec les variables p%, . . . ,pj-, la constante 1 et le 
symbole de fonction binaire a. Soient t(pi, . . . ,Pk),u(pi, ■ ■ ■ ,Pk) deux A-termes. La notation : 

7 :: t(pi, . . . ,p k ) => u(p!, . . . ,p k ) 
signifie que 7 est une C-expression telle que r G |C[i(pi 3 . . . ,Pk)]\ (7)^ G |C[u(pi, . . . ,Pfc)]|- 
Avec cette notation, les hypothèses ci-dessus s'écrivent donc : 

ao :: {p/\q)/\r => pA(qAr) ; ai :: p =>• pAl ; «2 " PAQ =^ g ; 

Po :: p =>■ pAp; /3i :: pAg => gAp; /3 2 :: ((pAq)Ar)AS => (pA(qAr))AS. 

Lemme 19. // existe des C-expressions /3' , j3[, (3 2 , fis, f3' 3 telles que : 

P' Q :: pAq {pAq)Aq ; /3[ :: (pAq)Ar (qAp)Ar ; (5' 2 :: pA{qAr) {pAq)Ar ; 

/?3 :: pA(qAr) => ph(rAq) ; /3g :: (pA(qAr))AS => (pA(rAq))AS. 

On écrit la suite des transformations, avec la C-expression qui l'exécute : 
. /3' = G0i)(a 2 )(a o )(A)). 

pAç; /3o ; (pA^)A(pAg) ; a ;p/\(q/\{p/\q)) ; a 2 ;<?a(pa<?) ; #l ; (pAg)AÇ. 
. /3 2 = (/3i)(Qo)(/3i)(ao)(/9i). 

pA(qAr) ;f3 1 ; (qAr)Ap ; a ; qA(rAp) ; ; (rAp)Aq ; a ; rA(pAq) ; /3 X ; (pAq)Ar. 
. # = (a 2 )(a )(/3 2 )(/3i)(ao)(«2)(/3i)(/3 2 )(^)(/3i). 

(pAç)Ar ; /3i ; rA(pAç) ; (ta(j>a<7))a(jmç) ; /3 2 ; ((ta(j>a<7))ap)a<? ; ; qA{{rA{pAq))Ap) ; 
«2 ; {rA(pAq))Ap ; a ; rA((pAq)Ap) \ $\ ; ({pAq)Ap)Ar ; /3 2 ; (pA(qAp))Ar ; a ; pA((qAp)Ar) ; 
«2 ; (qAp)Ar. 

pA(qAr) ; /3 X ; (qAr)Ap ; $ ; (rAç)Ap ; ; pA(rAq). 
• $ = (#)0WD(«o)(#)- 

(pA(gAr))AS ; # ; (((/at) Ap) as ; a ; (<?Ar)A(j>As) ; # ; (Va<7)a(>as) ; /3 2 ; ((Va<7)ap)as ; ; 
(pA(rAq))AS. 
C.Q.F.D. 

Théorème 20. Soient t,u deux A-termes tels que toute variable de u apparaisse dans t. Alors, 
il existe une C-expression 7 telle que 7 :: t =>■ £au. 

Lemme 21. Soient t un A-terme et p une variable de t. Alors, il existe une C-expression 7 
telle que 7 :: t =>■ iAp. 

On raisonne par récurrence sur le nombre de symboles de t qui se trouvent après la dernière 
occurrence de p. Si ce nombre est 0, on a t = p ou t = UAp. On a alors 7 = /?o ou f3' (lemme [TÔ]) . 
Sinon, on a t = uau ; si la dernière occurrence de p est dans u, l'hypothèse de récurrence donne 
7' :: vau => {vAu)Ap. On a alors 7 = ) (t') ) • 

Si la dernière occurrence de p est dans v, on a u = uo A-u i- Si cette occurrence est dans Vq, 
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l'hypothèse de récurrence donne 7' :: ua(viavq) =>■ (ua(viavq))ap. On pose 7 = (/3g) (7') (^3) 
(lemme [TÏÏ|) . 

Si cette occurrence est dans v\, l'hypothèse de récurrence donne 
7' :: {uavq)av\ ((uauo)aui)ap. On pose alors 7 = (^2) (7') (f3' 2 ). 
C.Q.F.D. 

On montre le théorème [20] par récurrence sur la longueur de u. 

Sin = l,ona7 = ai;siu est une variable, on applique le lemme [2~T1 

Si u = vaw, l'hypothèse de récurrence donne 7' :: t tAV et aussi 7" :: thv {pAv)hW. On 
pose alors 7 = (o^Kt")^')- 
C.Q.F.D. 

Corollaire 22. Soient t,u deux A-termes tels que toute variable de u apparaisse dans t. Alors, 
il existe une C-expression 7 telle que 7 :: t => u. 

D'après le théorème [2Ô1 on a 7' :: t => thu. On peut donc poser 7 = (a 2 )(7 / ). 
C.Q.F.D. 

Corollaire 23. // existe des C- expressions 70, 7/, 7r-, 7s, 7w j 7d 7Bi 7cc ; 7k ie/Zes gue : 
7/ :: pAÇ => g ; 7^ :: 1a(pa(qat)) =>■ pAr ; 7^ :: \/\{jp/\{q/\r)) => {pAq)Ar ; 
7iy :: \/\{p/\{q/\r)) => pA((?A(çAr)) ; je lA(pA(çA(rAa))) =>• pA(rA(<7As)) ; 
75 :: lA(pA(?A(rAa))) => (pA(^Ar))AS ; 7 CC :: 1a(pa<?) pA(qAq) ; 
7k :: pA(qAr) => ÇAp. 

Lemme 24. Pour chaque C-expression 7, on pose j = Xx(x)^y{x' x ){l)U- 
On a alors 7 * £ . 7r T >- £ * 7r 7r . 

Immédiat, d'après le théorème [3j On aurait pu aussi prendre 7 = (x)XxXy(x'y)('j)x. 
C.Q.F.D. 

Proposition 25. Si on a 7 :: i(pi, . . . => u(j>i, ■ ■ ■ ,Pk)> alors : 
.Tr,t(pi,...,p k )) y (Ç*n,u(pi,...,p k )). 

Supposons (t~*£ . 7T, t(pi, . . . ^ X. H existe donc r G C[t(pi, . . . ,Pk)] tel que : 

7* Ç . 7r r ^ X. On a donc £ * tï^ t ^ 1 et 77 G C[ii(pi, . . . ,Pk)]- P ar suite : 
(£*7r,tt(pi,...,pjfc)) ^ X. 
C.Q.F.D. 

L'algèbre S 

On définit une algèbre de réalisabilité 23 dont l'ensemble des termes est A = AxF, l'ensemble 
des piles est II = Il x P et l'ensemble des processus est A = (A * II) x P. 
L'ensemble de processus Xg de cette algèbre sera noté JL. Il est défini comme suit : 

(Ç*7T,p)€JL ^ (Vt G C[p])Ç*7T T G X. 

Pour G A et (ît, g) G II), on pose : 

i£,p) * (t,?) = (£*vr,pAg) ; 

• (7T,Ç?) = (£'7T)PAÇ). 

Pour (Ç,p), (r/, g) G A, on pose : 
= («o£rç,PAç). 

Lemme 26. On a (£, p) (77, g) * (71", r) ^ X =4> * (r), q) . (vr, r) ^ X. 
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Par hypothèse, on a (âoÇrjicK, (pAq)Ar) £ X ; il existe donc r G C[(pAq)Ar] tel que : 
âoÇr] * 7r T ^ X. D'après le lemme [2H on a £ * 77 . ■n aQT ^ X; comme oqt G C[pA(gAr)], on a 
(£ * 77 . ir,pA(qAr)) ^ X et donc (£,p) * (77, g) . (71", r) ^ X. 
C.Q.F.D. 

On définit les combinateurs élémentaires B, C, E, I, K, W, ce de l'algèbre B en posant : 

B = (B*, 1) ; C = (C*, 1) ; E = (E*, 1) ; I = (/*, 1) ; K = (K*, 1) ; W = (W*, 1) ; ce = (ce*, 1) 
avec B* = XxXyXz(j B )(â x)(â )yz ; C* = ï c C ; E* = XxXy{j E )(â )xy ; I* = j T I ; 
K*=Ï K K; W*=^ W W; ce* = (x)XxXy(cc)Xk(( X 'y)( lcc )x)(x)XxXy(k)( X 'y)h k )x. 

On pose k (7rjP) = (k*,p) avec k* = (x)AxAy(k 7r )(x'y)(7k)x. 

Théorème 27. Quels que soient G A et tt, tu G II, on a : 

I * £ . yi ^ X => £ * tT <^ X ; 

K * f . 77 . 7T £ JL £ * yi ^ X ; 
E*£.r).7r^X =4> (|)r/*fr^X; 
W*£.77.7r^X => £ *r) . fj . tt £ X. 
B*f.fij.C.7r X (£)(7?)C*7T ^ X; 

C*|.7/.C.7f^JL =► £*C'?7 -7T g X. 
CC*£.7f^X £*k^-.7fG'X. 

ks-^Ç.rô^X => £*7Î-^X. 

A titre d'exemples, on fait la démonstration pour W, B, k^, ce. 
On pose £ = (Ç,p),i) = (r),q),C = (Ç,r),iï = (tt,s),zu = (zv,q). 
Supposons W * £ . 77 . 7r ^ X, donc (t~wW ★ £ . 77 . 7r, 1a(pa(ças))) ^ X. 

II existe donc r G C[1a(pa(ças))] tel que jyyW -k £ . 77 . ir T £ X. 
Comme ^fwW * £ . 77 . 7r T ^ £ * 77 . 77 . ir' ywT , on a £ * 77 . 77 . 7r 7w " r ^ X. 
Mais "fw T £ C[î> A (<7 A (<7 AS ))] et il en résulte que l'on a £ * 77 . 77 . tt ^ X. 
Supposons B * £ . fj . £ . tt ^ X, soit (B* * £ . 77 . £ . tt, lA(pA(gA(rAs)))) ^ X. 
Il existe donc r € C[lA(pA(çA(rAs)))] tel que B* -k £ . 77 . £ . ir T X. 

Or , on a B* * £ . 77 . £ . 7r T >- (t~b) (âo£) («0)77^ * vr T (d'après le théorème [3]) 

^ («o£)("o)rçC * 7rlBT (d'après le lemme l24l). Donc, on a (âo£)(«o)f?C * 7rlBT 4- 

Mais 7#t g C[(pA((7Ar))As] et on a donc : 

((q 7 oÇ)(q?o) ? ?C * tt, (pA(qAr))As) 4 X, autrement dit (£)(t7)£*7t ^ X. 

Supposons kjf * £ . rô ^ X, soit (k* * £ . ro, sa(paç)) ^ X. Il existe donc t € C[sa(pa(7)] tel 
que k* -k £ . ro T ^ X. Or, on a k* *£ . ro T >- ÀxÀ7/(k 7r )(x'y)(7k)2; *r . £ . w y (k 7r )(x'£)(7k)''" * 
(d'après le théorème [3]) >- (x'£)(7k) r * tt >- x' * £ • 7k T • 7r ^ £ * 7r 7kT . 
On a donc £ * 7r 7kT ^ X ; mais, comme 7i<t G C[pAs], on a bien £ -k tt ^ X. 

Supposons ce *£ . tt ^ X, soit (ce* -k £ . 7r, 1a(t9As)) ^ X. Il existe donc r G C[1a(t?as)] tel que 
ce* * £ . 7r T ^ X. Or, on a : 

ce* * £ . vr r y XxXy{cc)Xk{{x' y){lcc)x){x)^xXy{k){x' y){lk)x ★ r . £ . vr 
>- (cc)A/c((x'£)(7cc)r)(x)AxAî/(fc)(x'y)(7k)^ * vr 

>- ((x'Ç)(7cc)'r)(x)AxAy(k 7r )(x'î/)(7k)^*7r ^ x' * Ç • 7ccT . (x)AxAy(k 7r )(x'î/)(7k)^ • vr 
>- £ * (x)AxAy(k^)(x / y)(7k)a; . tt^ t = £ * ^ . vr 7 -. 

Il en résulte que £ -k k* . 7r 7cc ' r ^ X. Or, on a 7 cc r G C[pa(sas)] et il en résulte que l'on a 
(£,75) * (k* , s) . (tt, s) ^ X, c'est-à-dire £* k^- . ff ^ X. 
C.Q.F.D. 

On a ainsi défini complètement l'algèbre de réalisabilité B. 
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Pour chaque c-terme clos t (quasi-preuve), désignons par fjg sa valeur dans l'algèbre B (sa valeur 
dans l'algèbre standard A est t lui-même). On pose = (t* , lt), où t* est une quasi-preuve et 
lt une condition écrite avec 1, a et les parenthèses, qui sont définis comme suit par récurrence 
sur t : 

• Si t est un combinateur élémentaire B, C, F, I, K, W, ce, alors t* a déjà été défini ; 1$ = 1. 

• (tu)* = âot*u* ; Un = Ua1 u . 

Le modèle Af 

Le /3-modèle Af a le même ensemble d'individus P et les mêmes fonctions que A4. 
Par définition, les prédicats d'arité k de Af sont les applications de P k dans 'P(II). Mais comme 
II = II x P, ils s'identifient aux applications de P k+1 dans 'P(II), c'est-à-dire aux prédicats 
d'arité k + 1 du modèle A4. 

Chaque constante de prédicat R, d'arité k, est interprétée dans le modèle A4, par une application 
Rm : P k — > 'P(A). Dans le modèle Af, cette constante de prédicat est interprétée par l'application 
RaA : P k ->V{A), où R A f{ Pl ,..., Pk ) = R M ( Pl ,...,p k )x{l}. 

Pour chaque formule close F à paramètres dans Af, sa valeur de vérité, qui est une partie de II, 
sera notée |||-F|||. On écrira (Ç,p) ||f- F pour exprimer que (£,,p) G A réalise F, autrement dit 
(WeU)(yqeP)((7T,q) G |||F|||) => fop)*(ir,q) G JL). 

Théorème 28. 

Si on a h t : A en logique classique du second ordre, où A est une formule close, alors 
t B = (t*,l t ) |D- A. 

Application immédiate du théorème [5] (lemme d'adéquation) dans le /3-modèle Af. 
C.Q.F.D. 

Proposition 29. 

i) Si (£, 1) ||f- F, alors (7£,p) |||- -F pour tout p G P, avec 7 :: pAg_ => lAg. 

ii) Soient Ç, 77 G A £efe gue £ * 7r >- 77 * 7r pour touie 7r G II. On a a/ors : 
(£ * 7T, p) >- (n -kir,p) quels que soient ir G II et p ÇL P ; 

{v>p) III - -F =^ F pour toute formule close F . 

i) On doit montrer que, pour tout (7r, ç) G HI-FHI, on a (7£,p) * (vr, ç) G JL, soit : 
(7~£ -kir,pAq) G JL. Soit donc r G C[pAg], d'où 7r G C[1aoJ. 

Comme on a, par hypothèse, (£ * 7r, Iaç) G JL, on en déduit £ * 7r 7T G X et donc 7^ ★ 7r r G X. 

ii) Supposons (Ç * 7r,p) X ; il existe donc r G C[p] tel que £ * tt t ^ X. On a donc n * ir T ^ X, 
d'où (77 *ir,p) £ X. 

Soit (vr, g) G |||-F||| ; on a (77,p) * (tt, g) G X, soit (n-kTT,pAq) G X. D'après ce qu'on vient de voir, 
on a donc (£ * ir,pAq) G X, donc (£,p) * (ît, g) G X. 
C.Q.F.D. 

Les entiers du modèle Af 

Rappelons qu'on a posé : 

a = \n\f\x(f)(n)fx, = XxXyy et n = (o") n O pour tout entier n. 
On a donc <7g = (<7*, l a ) et n B = ((o") n O)g = (il* , !«.)■ 
Donc B = (KI) B = (K*, 1) et n + l„ = a B n B = (a*, l ff )(n*, 1„). 

Les définitions par récurrence de n*, l n sont donc les suivantes : 
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0* = â K*r ; ( n + l )* = â a*n* ; 
lo = IaI ; l n +i = 1o-a1„. 

On peut définir le prédicat unaire ent(x) dans le modèle TV de deux façons distinctes : 

i) A partir du prédicat ent(x) du modèle A4, en posant : 
|ent(s n 0)| = {(n, 1)} ; \ent(p)\ = si p $ N. 

ii) Directement par la définition de ent(x) dans le modèle Af ; nous notons ce prédicat ent/v(x). 
On a donc : 

|ent^(s n 0)| = n B ; |entjv(p)| = si p £ N. 

D'après le théorème I14[ appliqué dans le modèle Af, on sait que les prédicats int(x) et ent^(x) 
sont interchangeables. Le théorème 1301 montre que les prédicats int(x) et ent(x) sont aussi inter- 
changeables. On a ainsi trois prédicats qui définissent les entiers dans le modèle Af ; c'est ent(x) 
que nous utiliserons le plus souvent dans la suite. En particulier, on remplacera le quantificateur 
Vx int par Vx ent . 

Théorème 30. 

// existe deux quasi-preuves T, J telles que : 

i) (T,l) |^VXVx((eni(x) -> A), int(x) -> A). 

ii) ( J, 1) |H- Vx(ent(x) — Hnt{x)). 

i) On applique le théorème 1141 à la suite u : N — > A définie par u n = (n, 1). 
On cherche deux quasi-preuves T, S telles que : 

(S,l)*(V,p).(n,l).(7r,r) y W,p)* (n + 1 ,1). (n,r); (S,l) |^T^±,T^±. 
(T, 1) * (cf>,p) . (u, g) . (vr, r) y (u, q) * (S, 1) . (0,p) . (0, 1) . (tt, r). 

D'après le théorème [TU on aura alors le résultat cherché : 
(T,l) ||f- VAVx((ent(x) A), int(x) -> A). 

On pose S 1 = XfXx(jf)(a)x, avec 7 :: 1a(pa(ça?")) =ï p/\{q/\r). 

On a alors (5, 1) * (Vsi?) • 9) • r ) = (<$ * ip • f • 7r, 1a(pa(c/a?*))) >- 

(Jytfi * au . tt , lA(pA(qAr))) (théorème [3] et proposition I29fii)) 

y (ip * au . ir,pA(qAr)) (proposition l25l) = (ip,p) * {crv, q) • (vr, r). 

Supposons d'abord que (t/j,p) |fl- T — )• _L ; on a alors (ift,p) * (cri/, g) . (7r, r) G JL et donc : 
(S, 1) * (■(/>, p) . (y, q) . (vr, r) Si. Cela montre que {S, 1) ||f- T — > _L, T — ï> _L. 
Par ailleurs, en posant v = n, d'où av = n+l , et g = 1, on a bien montré que : 
(S,l)*(^,p).(n,l).(7r,r) y (il), p) * ( n + 1 , 1) . (tt, r). 

On pose ensuite T = Xf Xx(j'x)S fO, avec 7' :: 1a(pa(c/A7*))] cj , A(lA(pA(lAr))). 

On a alors (T, 1) * (c/>,p) . (u, q) . (ît, r) = (T * <fi . u .n, lA(pA(qAr))) >~ 
(7V * S 1 . <ô . . 7T, lA(pA(çAr))) (théorème [3] et proposition I29f ii)) 
>- (1/ * S . 4> • • 7T, gA(lA(pA(lAr)))) (proposition [25]) 
= (^j 9) * 1) • {<t>-,P) • (ûi 1) • (i - ) r ) ce Qui est le résultat cherché. 

ii) On cherche une quasi-preuve J telle que (J, 1) ||- Vx(ent(x) — Mnt(x)). Il suffit d'avoir : 
(J, 1) |||- ent(s n 0) — 7>int(s n 0) pour tout n G N, puisque |ent(p)| = si p ^ N. 

Soit (tt, q) G |||int(n) ||| ; on doit avoir (J, 1) * (n, 1) . (tt, q) G JL, soit (J*n. tt, 1a(1aq)) G JL. 
Or, on a (n*, ln) = ((o") ra 0)g |||-mt(s n 0) (théorème[5j appliqué dans B) et donc : 
(n*, l n ) * (tt, (?) G JL ou encore (n* * 7T, l n Aq) G JL. 

Soit donc r G C[1a(1aç)] ; on a alors (7) ra (7o)T G C[l n Acy] 
où 70 et 7 sont deux C-expressions telles que : 
70 :: 1a(1aç) => (IaI)aç ; 7 :: pAq =4> {l tJ Ap)Aq. 

En effet, on a vu que 1q = IaI et l n +i = l CT Al n - H en résulte que, si r G C[1a(1aç)], alors 
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(70 )r G C[1oaç], d'où (7) n (7o)r G C[l n Ag]. On a donc n* *7rW"fr°) r G X. 

On construit ci-dessous deux quasi-preuves g, j telles que, pour tout n G N, on ait : 

a) g*n.Ç.-ir T y f * ^) n ^) T ; 

b) j * H • £ • >- £ -k n* . 7T. 

En posant J = Xx(gx)(j)x, on a ce qui est le résultat voulu. 

a) On pose g = XkXx(^f )(k)jx ; on a, d'après le théorème [3] : 
g * n . £ . tt t >- 7 * (n)7£ . vr T >- (n)7~£ * tt^ t . 

Il suffit donc de montrer que (n)y£ *tt t >- £ * vr^ 7 )™ 7 " ce qu'on fait par récurrence sur n. 
Si n = 0, on a immédiatement * 7 . Ç . 7r T ^ £ * 7r T puisque = XxXy y. 
Pour passer de n à n + 1, on a ( n + 1 )t"£ * vr T = (cm)7~£ * 7r T ^ <t * ra . 7 . £ . 7r r 

vr T >- (n)7Ç * ^ T >- £ 

iç7r (i) n+1 ' r p ar hypothèse de récurrence. 

b) On pose = â a*, U = XgXy(g)((3)y et j = XkXf{k)UfO*. 

On a donc j *n-£ • tt >- nC/ Ç * 0* . 7r. On montre, par récurrence sur n, que : 

nUÇ-kk* .it y Ç-k ( n + fc )* . 7r pour tout entier /c, ce qui donne le résultat voulu avec k = 0. 

Pour n = 0, on a Ot/Ç -k k* . tt y ^ -k k* . ir puisque = ÀxÀy y. 

Pour passer de n à n + 1, on a ( n + 1 ) -k U . Ç . k* . 7r = cm *U.t;.k*.TryU-k nUÇ . k* . ir 
(puisque a = XnXf Xx(f)(n)f x) y nUÇ ★ /3/ç* . 7r = nf/Ç * ( fc + 1 )* . n >- £ * ( n + fc + 1 )* . 7r 
par hypothèse de récurrence. 
C.Q.F.D. 



Forcing 

Il s'agit d'évaluer les valeurs de vérité des formules dans le £?-modèle générique Af. 
Pour chaque variable de prédicat X d'arité k, on ajoute au langage une nouvelle variable de 
prédicat, notée X + , d'arité k + 1. Dans le ^4-modèle A4., on utilisera les variables X et X + ; dans 
le B- modèle Af, seulement les variables X. 

A chaque paramètre du second ordre d'arité k du modèle Af, soit X : P k —¥ V(Tl), on associe 
un paramètre du second ordre d'arité k + 1, soit X + : P k+1 — » 'P(II) du modèle .M. Il est défini 
de façon évidente, puisque II = II x P ; on pose : 
X + (p,pi, . . . ,p k ) = {vr G II; (vr,p) G #(pi 5 . . . ,p k )} 

Pour toute formule -F écrite sans les variables X + , avec paramètres dans le modèle Af, on définit, 
par récurrence sur F, une formule notée p\-F (lire " p force F "), avec paramètres dans le modèle 
A, écrite avec les variables X + et une variable libre p de condition : 

Si F est atomique de la forme X(t\, . . . ,tk), alors p \- F est \/q(C\p/\q\ — > X + (q,t\, . . . ,t k )). 
Si F est atomique de la forme X(t\, . . . , t k ), alors p J- F est V^QpAc;] — > X + {q, t\, . . . , t k )). 
Si F = (A —ï B) où A, B sont des formules, alors p J- F est Vg(g f- ^4 — > pAg J- S). 
Si F = (R(ti, . . . , tfc) — > S), où R est une constante de prédicat, alors : 
p\-F est (R(ti,...,t fc )->p|-£). 

Si F = (ii = t 2 M- S), alors p J- F est (ii = i 2 (-)• p J- B). 
SiF = VxA, alors p J- F est Va;(p J- A). 
SiF = VX^, alors p §- F est VX+(p |- A), 

On a donc, en particulier : 

Si F = Vx ent A , alors p\- F est Vx ent (p J- A). 

Lemme 31. Soient F une formule dont les variables libres sont parmi X\, . . . , X^ et X\, . . . , X k 
des paramètres du second ordre du modèle Af, d'arités correspondantes. On a alors : 
(p l F)[X+/X+, X+/X+] = (pl F[X 1 /X 1 , X k /X k }). 
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Immédiat, par récurrence sur F. 
C.Q.F.D. 

Théorème 32. 

Pour chaque formule close F à paramètres dans le modèle Af, il existe deux quasi-preuves xf, x'f> 
qui ne dépendent que de la structure propositionnelle de F, telles que l'on ait : 
Chip h F) (xfÇ,p) \hF; 

Hf-p x' F t \t(jp\-f) 

quels que soient £ G A et p G P. 

La structure propositionnelle de F est le type simple construit avec un seul atome O et — >, obtenu 
à partir de F en supprimant tous les quantificateurs, tous les symboles h- > avec leur hypothèse, 
et en identifiant toutes les formules atomiques avec O. 
Par exemple, la structure propositionnelle de la formule : 
VX(Vx(Vy(/(x,y) = i-> Xy) -> Xx) MxXx) est (O O) -> O. 

Preuve par récurrence sur la longueur de F. 

• Si .F est atomique, on a -F = . . . , tp.) ; on montre que xf = X e t Xf = x'- On a i en effet : 
\\p\-F\\ = ||Vg(CM -+X+(q,ti,...,t k )\\ =\J q {r.ir; r G C]pAq], (tt, q) G \\\X{t u . . . ,t fe )|||}. 
En effet, par définition de X + , on a 7r G t\, . . . , tk)\\ (vr, q) G 1 1| A' (t i , . . . , ifc)|||. 

On a donc : 

(*) Ç h (Pi F) (Vg€P)(VTGCM)(V7rGn)((7r,g) G |||#(*i, . . . , i fc )||| £*r . vr G X). 
Par ailleurs, on a (£,p) |(f- F (Vç G P)(Vvr G n)((vr, q) G |||F||| => (£,p) * (vr, g) G JL) 
44> (V<? G P)(V7r G Il)((7r,g) G |||P||| =^ (Ç*7r,pAg) G JL) d'où enfin, par définition de IL : 
(**) (C,P)\h F O (Vç G P)(Vr G C[pAç])(Vvr G n)((vr, g) G |||P||| ^e*vr T G X). 
Supposons que £ ||- (p J- P). Comme x£ * 7r r y £ * r . ir, on a d'après (*) : 
(Vg G P)(Vr G CM) (Vit G II) ((tt, g) G \\\X(t u . . . , t*)||| => x£ *r . tt G X) 
et donc (x£,p) |H~P d'après (**). 

Inversement, supposons que (£,p) |(f- P. En appliquant (**) et le fait que x'£* r • ^ ^~ Ç* 71 " 1 ") on 
obtient (Vç G P)(Vr G C[pAç])(V7r G n)((vr,g) G |||P||| =► x'£ * r • T G X) 
et donc x'£ If" {P \~ F) d'après (*). 

• Si F = VX A, alors p J- P = VX+(p j- A). On a donc £ |f {p \- F) = VX+(£ |f- {p \- A)). 
Par ailleurs, on a (£,p) \\\- F = VX((£,p) |||-A). 

Soient X : P k — > V(H) un paramètre du second ordre du modèle M, de même arité que X, et 
X + le paramètre correspondant du modèle A4. 

Si Ç If (Pf -F). alors on a (É If (pf ^))[<* + A + ]> donc £ If (p\-A[X/X\), d'après le lemmeED 
Par hypothèse de récurrence, on a (xa^p) ||f" A[X/X], Comme X est arbitraire, on en déduit 
(XAÏ,P) llf-VXA 

Inversement, si on a (£,p) |||-F, alors (£,p) ||f- pour tout A". 

Par hypothèse de récurrence, on a Xa£ 11 - (P If" ^X/XY), d'où Xa£ Il - (P If" ^)l^ + /^ + ])> 
d'après le lemme [ÏÏTl Comme ^Y 4 " est arbitraire, on en déduit x'a£ \\~^X + (p J- A), c'est-à-dire 
Xa£KpFVXA). 

• Si F = MxA, alors p J- F = Vx(p J- A). Donc £ |f- p f- P = Vx(Ç |f- (p J- A)). 
Par ailleurs, (£,p) ||f- P = V:c((£,p) 

Le résultat est immédiat, d'après l'hypothèse de récurrence. 

• Si F = (ti = t 2 A), alors p J- P = t a = i 2 •->■ P h A. Donc : 

£KpFP) = (ii=i2^£KpM)). 

Par ailleurs, (£,p) ||f- P = (ti = h •->• (Ç,p) | H — 

Le résultat est immédiat, d'après l'hypothèse de récurrence. 
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• Si F = A^ B, on a p f F = Vg(<? |- A -> pAq f 5) et donc : 
(*) ^ If (p h F) =>• Vï?Vg(r ? f (pAg h 5)). 
Supposons £ |f (p J- F) et posons xf = AxÀy(7 )(xF)(x)(x A )y. 

On doit montrer (xf£>£>) \\\~ A — > B ; soient donc (ry, g) \\\- A et (w, r) G |||-B|||. 

On doit montrer (xf£,p) * (V: Q) • ( 7r > r) G JL soit (xf£ * ^ • 7T,pA(gAr)) G A. 

Soit donc r G C[pA(gAr)] ; on doit montrer xf£ * . 7r T G X ou encore \F * Ç . . 7r T G X. 

D'après l'hypothèse de récurrence appliquée à (n, q) ||f yl, on a Xa 7 / f (g J- A). 

D'après (*), on a donc {Ç){x' A )V f (P A <? f B). 

En appliquant de nouveau l'hypothèse de récurrence, on en déduit : 
((xb)(0(x'a)VtP a q) If B. Mais, comme (ir, r) G |||-B||j, on a alors : 
((xf)(Ç)(x'a)^:P a 9)*(^0 e A' soit ((xb)(0(Xa) ï 7* 7I '>(p a 9) aj ") G X. 
Comme r G C[pA(gAr)], on a / yo' r G C[(pAg)Ar] et donc (xfXÇXx'a) 7 ? * 7I " 70T e 
Mais, par définition de XFj on a, d'après le théorème [3]: 

Xf *S, • n . tt t y (xb)(0(x'a) 7 1 * 7r7 ° T ce 1 u i donne le résultat voulu : xf * Ç . ?? . vr T G X. 
Supposons maintenant (£,p) |[f vl — > -B ; on pose Xf = ^^(XbX^O^Xxa)^ 
On doit montrer x'f£ If (p f ^ ~ ^ ^) c'est-à-dire Vg(Xjr£ |f (g f- A — )■ pAg f B)). 
Soient donc r\ |f g f ^4 et tt G ||pAg f S|| ; on doit montrer Xf£ • tt G X. 
Par hypothèse de récurrence, on a (xaViQ) If A donc (£,p)(xA ? ?) g) If ou encore, par défi- 
nition de l'algèbre B : {(p-o£,){XA)ViP h( l) \§~B. 

En appliquant encore l'hypothèse de récurrence, on a (Xb)(<^o£)(xa)?7 f (pAg f S) et donc : 
(XF)("oÇ)(X4)f?*7r G X. Mais on a : 

x'f£ * V ' 71 ^~ Xf * £, • i] • K >■ (x'b)(®oO(xa)v * K d'après le théorème [3J; d'où le résultat voulu. 
C.Q.F.D. 

Une formule F est dite du premier ordre si elle est obtenue par les règles suivantes : 

• _L est du premier ordre. 

• Si A, B sont du premier ordre, alors A — > B est du premier ordre. 

• Si B est du premier ordre, R est un symbole de prédicat et tx,...,ti- sont des termes avec 
paramètres, alors R(ti, . . . , tk) — > B, t\ = ti i— > B sont du premier ordre. 

• Si A est du premier ordre, Vx A est du premier ordre [x est une variable d'individu). 

Remarques. 

i) Si A est une formule du premier ordre, il en est de même de Va; ent A. 

ii) Cette notion sera étendue plus loin (voir proposition 139p . 

Théorème 33. Soit F une formule close du premier ordre. Il existe deux quasi-preuves Ôf,S f , 
qui ne dépendent que de la structure propositionnelle de F, telles que l'on ait : 
e|f (C[p]^F) (<5fÇ,f) \hF; 
(£,p) ||f F ^£|f (C[p]^F) 
quels que soient £ G A et p G P. 

On raisonne par récurrence sur la construction de F suivant les règles ci-dessus. 

• Si F est _L, on pose : 

5± = Xx(x)Xy(x)(a)y avec a :: pAq p . 
ô' ± = \x\y(x'x)(a')y avec a' :: p pAl . 

En effet, supposons £ f C[p] — > _L et montrons (5j_£,p)(7r, g) G X, soit (<5j_Ç * 7r,pAg) G X. 
Soit donc r G C[pAg], donc ar G C[p], d'où £ * ar . ir G X, par hypothèse sur £, ce qui donne 

S ± Ç*TT T G X. 
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Inversement, si (Ç,p) ||f- _L, on a (£,p) * (7r, 1) = (£ *vr,pAl) G JL pour toute 7r G II. 
Or, si t G C[p], on a a'r G C[pAl], donc £ * vr a r G X, donc <^_£ * r . vr G X. 
Donc «5^ If C[p] -»■ ±. 

• Si F est A — >■ 5, on pose : 

Sa-^b = \x\y(x)\z((x')(S B )>>d((x)(a)z)(ô A y)(l3)z)(i)z avec 
a :: pA(qAr) p ; /3 :: p/\(q/\r) =4> g ; 7 :: p/\(q/\r) => lAr. 

En effet, supposons Ç ||-C[p],A — » -B, (77, g) ^4 et (vr, r) G |||-B|||. 

On doit montrer (5a~^b£,,p) * (??j 9) • (vr, G X, soit (<5a->_bÇ * • 7r,pA(gAr)) G X. 

Soit donc r G C[pA(gAr)] ; on doit montrer Ôa^>b£. * V • vr r G X. 

On a olt G C[p],/3r G C[g] ; or, par hypothèse de récurrence, on a 5^77 |j- C[q] — >■ A, donc 
(5»(/3)r|M et ((e)(«)r)((5»^)r |fS;d'où Ad((0(a)r)(cM(/3)T |f C[l] -> S. 
D'après l'hypothèse de récurrence, on a ((<5s)A<i((£)(a)T)(<5^?7)(/3)T, 1) \\\-B, donc : 
((<5 B )Ad((e)(a)r)((5»^)T, 1) * (vr, r) G X, soit ((<5 B )Ad((£)(a)r)(<5>)(/3)T * vr, l A r) G X. 
Or, on a 7 r G C[l A r], donc (6 B )\d((Ç)(a)T)(S' A Ti)(p)T * vr 7T G X, d'où : 
((x , )(^)Ad((Ç)(a)r)(^r / )(/3)T)( 7 )r*7r G X. Par suite : 

(x)Az((x , )(fe)Ad((0(«)^)('5»(/3)^)(7)^^ GX d'où Ôa^bC * f] . ir T G X. 
On pose maintenant : 

<5^ B = \x\y\z((ô' B )(âôx)(ÔA)Xd z)(a)y avec a :: p => pAl. 

Supposons (£,p) |H~ A — > B ; soient r G C[p], 77 |f- A et 7r G ||-B||. On doit montrer : 

S'a^b^ * r • ^ • 71 ^ On a A^ 7 ? |]~C[1] — > ^4 ; en appliquant l'hypothèse de récurrence, on a 

({ô A )\d V ,l) II- A, donc {Ç,p)((S A )\dri,l) \\\- B soit ((âçjt;)(S A )\dr],pAl) \\\-B. 

En appliquant de nouveau l'hypothèse de récurrence, on trouve : 

(6' B )(jôtô£){ÔA)^dr] |f- C[pAl] — >• S. Comme on a ar G C[pAl], on obtient : 

(ô B )(ctô£,)(S A )\dr] * ar . vr G X et finalement S A _^ B Ç * r . 77 . 7r G X. 

• Si F = R(g) — >■ S, où R est un symbole de prédicat d'arité k et p G -P fc , on pose : 
Ôr^>b = AxAy(â)(5B)Az(a;)zy avec a :: pA(lAr) =4> pAr. 

û'r-^b = AxAyAz(((5^)(cîo)2 ; -2)(Q!')y avec a' :: p pAl. 

Supposons £ |f- C[p], R[ç] — >■ B et soient r/ G |R[ç]|, (vr, r) G |||-B|||. On doit montrer : 
(Ôr^-bÇ,p)*(i1i 1) • (vr,r) ^ X, soit (Ôr^bÇ+V . 7r,pA(lAr)) G X. Soit donc r G C[pa(1a7-)] ; on 
doit montrer Sr-^. b £, * rj .tt t G X. Or, on a \z{£)zr) |]-C[p] — » 5, donc ((<5b)Az(£)zt7,p) ||]--B, 
par hypothèse de récurrence. Par suite, on a ((<5/3)Az(Ç)zr/,p) * (vr, r) G X, soit : 
((5 B )\z(Ç)zr] * vr,pAr) G X. Mais on a ar G C[p A r], donc (i5b)A,2(£)z?7 * tt 01 " G X, donc 
(â)(5s)A2;(Ç)zr/ * vr r G X, d'où Ôr^bÎ * V . ir T G X. 

Supposons maintenant (£,p) ||f- R(g) — > B ; soient r G C[p], r/ G \R[q\\ et 7r G ||5||. On doit 
montrer ô' R ^ B t; * t . r] . ir G X. Or, on a (£,p)(r/, 1) ||f- 5, soit ((âo)^,pAl) |||--B, donc : 
(^)(âo)^T? |f- C[p A l] — >• B, par hypothèse de récurrence. 
Or, on a a'r G C[p A l], donc (^)(âo)£rj ★ orV . 7r G X, d'où le résultat. 

• Si F = (pi = P2 H-)- , on pose 5p = 5b et = <5 B . 

En effet, supposons £ |-|— C[_p] — > (pi = P2 ^ B) et (vr,(7) G |||pi = P2 J3|||. On doit montrer 
(ÔbÇiP) * (vr, g) G X. Comme |||pi = P2 i-> 5||| 7^ 0, on a pi = P2, donc (vr, g) G |||-B||| et 
£ |f- C[p] —7- S. D'où le résultat, par hypothèse de récurrence. 

Supposons maintenant (£,p) ||]-pi = P2 ^ B, t |f- C[p] et vr G ||pi = P2 5||. On doit montrer 
ô' B -k t . 7T G X. Comme ||pi = P2 5|| 7^ 0, on a pi = P2, donc 7r G ||S|| et (Ç,p) ||f- B. D'où le 
résultat, par hypothèse de récurrence. 

• Si F = Vx ^4, on pose <5f = <5^ et Ô' F = 5' A . 
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En effet, si £ (f-C[p] — > VxA, on a £ |j-C[p] — » -A[a/x] pour tout a £ P. Par hypothèse de 
récurrence, on a (ôa€,p) ||f- -A[a/x] ; donc (#a£)P) |||-VxA 

Si IH~Vxj4, on a (Ç,p) ||]-j4[a/x] pour tout a G P. Par hypothèse de récurrence, on a 

<^ If C[p] -»• A[a/x] ; donc |f C[p] ->■ Vx A 
C.Q.F.D. 



L'idéal générique 

On définit un prédicat unaire J~ : P —?■ V(U) du modèle A/" (paramètre du second ordre d'arité 1), 
en posant J{j>) = Tlx{p} ; on l'appellera l'idéal générique. 

Le prédicat binaire J7" + : P 2 — > P(II) du modèle .M qui lui correspond, est donc tel que 
J + (p, q) = (resp. II) si p ^ g (resp. p = g). Autrement dit : 

J + (p, g) est le prédicat p 7^ g. 
La formule p |f- ^T(q) s'écrit Vr(C[pAr] — > J + (r,q). On a donc ||p ||- J7"(g)|| = ||-iC[pAg]||. Autre- 
ment dit : 

p §-<J(<i) est identique à -iC[pAg]. 

Notations. 

• On note p Ç g la formule Vr(-iC[gAr] — >■ -iC[pAr]) et p ~ g la formule p Ç g A g Ç p, 
c'est-à-dire Vr(-iC[gAr] <H- -iC[pAr]). 

Dans la suite, on écrira souvent F — > C[p] au lieu de — iC[p] — > —>F ; 

p Q q s'écrit alors Vr(C[pAr] — > C[gAr]) et p ~ q s'écrit Vr(C[pAr] o C[gAr]). 

Remarque. On rappelle, en effet, que C[p) n'est pas une formule, mais une partie de A ; en fait, dans 
certains modèles de réalisabilité considérés plus loin, il existera une formule C[p] telle que \C[p} \ = {t g A c ; 
t |j- C[p]}. On pourra alors identifier C[p] à la formule C[p]. 

• Si F est une formule close, on écrira ||j- F pour exprimer qu'il existe une quasi- preuve 9 telle 
que (9,1) F. D'après la proposition [29H). cela équivaut à dire qu'il existe une quasi-preuve 
9 telle que (9,p) ||f- F pour tout p € P. 

Proposition 34. 

i) £ H- --CM => ( X Ç,P) \hJ(q); 

(e,p) llf => x'£ H— CM- 

zzj £ |f Vr(C[pA(lAr)],C[g] J.) ( X £,p) Ih-Qg]; 
(£,p) |^C[g] |f-Vr(C[pA(lAr)],C[ç] -»• L). 

5i £ [|- -iR(ai, . . . , afc) a/ors (Ç,p) ||f- _, R(ai, . . . , a^) pour tout p (R est un symbole de 
prédicat d'arité k). 

i) Si £ ||- -iCfpAg], alors £ * r . ir G X et donc x£ * 7r T G X pour tout r G C[pAg]. On a donc : 
(x£ *ir,p/\q) G X, soit (x£,p) * (^g) G -W- pour toute ir G 11, c'est-à-dire (x£ ; p) ||f- c7(g)- 
Si (£>p) ||f- J7"[q] , on a (£,p) * (tTjÇ) G X, donc (£*7r,pAg) G X pour toute ir G II. On a donc 
£*7r T G X, soit x'C *t • 7T G X pour tout t G C[pAç]. Donc x'£ |f~ """CfpAç]. 

h) Si £ |f- Vr(C[pA(lAr)], C[g] ->l),ona(*u.r.7rel pour u G C[pA(lAr)] et r G C[q]. Donc 
x£ * t . tt v G X, d'où (x£ * t . 7r,pA(lAr)) G X soit (x£,p) * (t, 1) . (vr, r) G X. 
Or (t, 1) décrit C/v[g], e t donc (x£,p) |fl- C[g] — > L. 

Si (£ 5 p) 1 1-( — — 1 C [ç/] , on a (£, p) ★ (r, 1) . (7T, r) G X, et donc (£ * r . 7r,pA(lAr)) G X pour tout 
r ë C[g|. On a donc <!; ★ r . 7^ G X d'où x'£ * v • T • 71 G pour tout t> G C[pA(lAr)]. 
On en déduit x'£ If Vr(C[pA(lAr)], C[g] -> 1). 

in) Soit r G |R(oi, . . . , afc)| ; on a Ç * r . 7r G X pour toute ir G II, donc (£ * t . 7r, a) G X quel 
que soit a G P, d'où (£,p) * (t, 1) . (-7T, g) G X. 
C.Q.F.D. 
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Théorème 35 (Propriétés élémentaires du générique). 

i) (S, 1) — ij7"(l) avec a :: Ia(paç) =>j>a1. 

ii) (9, 1) |H- Vx(-.C[x] J(a;)) où = Ax(x)Ay(( X / x)(/3)y)(a)y 
auec a :: lA(pAg) =4> q et (3 :: lA(pAg) =>pa(1a1). 

zzzj (0, 1) |hVxVy(^(xAy),-.7(x) J/(y)) où = XxXy(â)(y)(P)x 
avec a :: lA(p / A(g / Ag)) =^ g'A^gA/j^Ai) ei /3 :: (qAp')Ap =^ p'/\(pAq). 

iv) (9,1) |||- Vx(Vy(-iC[xAy] — » J(y)) — > -<J"(x)) où 9 = XxXy( 7 y)(x)Xz(x'y)((3)z, avec 
(3 :: pAg => gA/j et 7 :: Ia^a^at - ')) => ta(Iap). 

v) (6,1) \hVxVy(J(x),yQx^J(y)) 

où 9 = XxXy((x)Xz(((x')(â y)Xz'(x'x)(l3)z')(a)z)(-/)z, avec 

a :: 1a(p' A(rAq)) => (rAl)A(lAl) ; a' :: 1a(p' A(q' Aq)) => gAp' ; /3 :: pAg qAp. 

i) Soit (£,p) |||- ^7(1) ; on doit montrer que (a, 1) * (£,£>) • (tt, g) G JL, c'est-à-dire : 
(cê*£, . 7r, Ia(pao)) € JL. Mais, d'après la proposition [25] on a : 

(â-kÇ.ir, Ia(pao)) >- (Ç*vr,pAl) = (Ç,p) * (vr, 1). 
Or, on a (S,,p) * ("/r, 1) G JL par hypothèse sur (£,,p). 

ii) Soient (??,p) ||j--iC[ç] et (7r,g) G On doit montrer que (0,1) * (r),p) . (~n,q) G JL, soit 
(9 ★ rj . tt, lA(pAg)) G JL. Soit donc r G C[1a(pao)] ; on doit montrer que 9 -k rj . tt t G X. 
D'après la proposition I34[ on a x'v lf~ Qpa(IaI)], C[g] — > J. 

Or, on a /3r G C[j>a(1a1)] et ar € C[g], donc x'r/ * /3t . «r . 7r G X d'où 
(x)Ay((x'r?)(^)y)(a)ï/*7r T G X d'où 0*77.7^ G X. 

iii) Soient (Ç,p') ||f- J(pAq), (77, g') \\-^J(p) et (7r, g) G On doit montrer que : 
(9,l)*^, P ').(r,,q J ).(7r,q)e JL, soit (0 *£ . r/ . tt, Ia^a^aç))) G JL. 

D'après les propositions I29f ii) et 1251 ° n est ramené à montrer : 

((â)(i7)(^)£*7r, 1a(p'a((?'a<2))) G X puis (77 . 7r, ç'a((çap')a1)) G X, c'est-à-dire : 
(7 ? ,g')*(^,gAp').(vr,l) GX. 

Par hypothèse sur (17, q'), il reste donc à montrer que ((3£,,qAp') ||-(— J7"(p), c'est-à-dire : 
(/3Ç, qAp') -k (w,p) G X, ou encore (/3Ç * ro, (qAp')Ap) G X pour toute w G II. 
Or, d'après la proposition I25l on a : 

(/3Ç *ctj, (qAp')Ap) >- (£ -k w , p' A(pAq)) = (£,p') * (vj,pAq) G X par hypothèse sur (£,,p'). 

iv) Soient (£,g) IH-J^p) et (77, r) ||f- Vg(-iC[pAg] — >• J(q)) ; on doit montrer que : 
(6», 1) * (r/, r) . (£, g) . (vr, r') G X, soit (0 * 7/ . f . tt, Ia^a^at-'))) G X. 

D'après la proposition [34Ti). on a [|— — iC [gAp] . Soit r G C[p A g], donc /3r G C[gAp] d'où x'£ * 

/3r . p G X pour tout p G II. On a donc Ax(x'£)(/3)£ * T • P ^ -"-j donc 

A.z(x'£)(/3)z |j~ _, C[p a 9]- D'après la proposition l33T iii). on a (Xz( X 'Ç)(/3)z,l) ||f- -iCfpAg]. 

Par hypothèse sur (77, r), on a donc (77, r) -k (Xz( X '£)(f3)z, 1) . (vr,g) G X, soit : 

(rj * Xz( X 'OW)z • vr, rA(lAç)) G X, donc ((ï)(r,)Xz(x' £)(P)z k vr, l A (rA(çAr'))) G X 

(proposition [25]) et donc (9 ★ 77 . £ . tt, lA(rA(gAr'))) G X. 

v) Soient (Ç,p') |(f- J7"(p) et (r/, r) ||f-g Ç p; on doit montrer que : 

(9, 1) k (Ç,p') . (rj, r) . (tt, g) G X pour toute tt G II, soit (9 -k £ . 77 . 7r, lA(p'A(rAg))) G X. 
D'après la proposition I34(i). on a x'£ I] - _, C[p / Ap], donc Xz' (x' 0(P) Z ' \\~ ^^[p a p'] '■ en effet, si 
r G C[pAp'\ et p G II, on a A2/(x'£)(/3)V kr . p y (x't)(P) T * P G X puisque /3r G C[p ; Ap]. 
D'après la proposition (M^ih) , on a alors (Xz' (x'£,)(P) z ' 1 1) IH - _, C[pAp / ]. Or, par hypothèse sur 
(rj,r), on a (77, r) ||f- (^C[pAp'] — > -iC[gAp']). Il en résulte que : 
(77,r)(Az'( x '0(/5)^,l) ltr--C[gAj/] } soit ^â Q rj)Xz' ( X '0W ^1) ||f- -C[gA P ']. 
D'après la proposition l34T ii). on a (x / )(oo^)A^ / (x'Ç)(/?)-2 / |f- C[(rAl)A(lAl)], C[qAp'\ — > J. 
Soit r G C[lA(p ; A(rAg))], donc ar G C[(rAl)A(lAl)] et a'r G C\qhp'\. On a donc : 
(((x')(âov)^ z '(x'0((3) z ')( a ) T )(l) T *tt G X, donc : 
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(x)A^(((x')(«0??)A2 / \x' '0(P)z')(a)z)(a')z * vr T G X. Autrement dit : 
((x)Az(((x , )(âor?)Az'(x , 0(/5)^)(«)^)(« / )^vr,lA(p'A(rA( 7 ))) G JL 
ou encore, d'après la proposition I29(ii) : (9 *Ç . n . tt, 1a(p' /\(r/\q))) € X. 
C.Q.F.D. 

Théorème 36 (Densité). 

Pour toute fonction <p : P — > P, on a : 

(6,1) \\^yx(^C[xA^{x)] J(x)),VxJ(xa<I>(x)) ->■ 1 

où 6» = (P)\x\y(x)(d)y, û = (x)\d\x\y(x' x){a)y ; 

avec a :: q/\r =4> q/\(q/\r) ; (3 :: Ia^a^at-)) => ^(Iaç). 

Soient (<£;,p) |||- Vx(-iC[xa(/>(x)] — » J7"(x)), (n,q) |[f- Vx J(xA<f)(x)) et (7r,r) € II. 

On doit montrer que (9 * £ . rj . 7T, lA(pA(gAr))) € JL ; soit donc To € C[lA(pA(qAr))]. On doit 

montrer 9 ★ £ . r/ . 7r T ° S X. 

On montre d'abord que (#7/, 1) ||f- —>C[qA<p(q)]. 

Soient donc (va, r') G II et r G C^A^g)] ; on doit montrer ($77, 1) ★ (r, 1) . (vu, r') G X 

soit (fin * r . w, lA(lAr')) G X ou encore fin *t . vo T G X pour tout r' G C[lA(lAr')]). 

Or, ûrj-kT .w T >- n-kzu aT et qt G C[qA(qA(j)(q))]. Il suffit donc de montrer : 

(n * w, qA(qA(p(q))) G X ou encore (n, q) ★ (w, qA(p(q)) G X. 

Or, cela résulte de l'hypothèse sur (r],q), qui implique (r],q) ||f- J(qA(j)(q)). 

Par hypothèse sur Ç, on a (£,p) |fl- -'C^A^g)] — > J(q)- H en résulte que : 

* (î?r/, 1) . (vr, g) G X, soit (£ * tir) . ir,ph(lhq)) G X. 
Or, on a ro G C[lA(pA(qAr))]) , donc /3to G C[pa(1aç)]. Il en résulte que 
Cela donne le résultat voulu, puisque ★ £ . 77 . 7r r ° >- ^-kdn . tt^ t ° . 
C.Q.F.D. 

Condition de chaîne dénombrable 

Dans cette section, on considère une algèbre de réalisabilité standard A et un A- modèle A4. On 
suppose que l'ensemble P (domaine de variation des variables d'individu) est de cardinal > 2 N ° . 
On fixe une surjection e : P — » V(H)^ et on définit un prédicat binaire du modèle A4, noté aussi 
e, en posant : 

||nep|| = e(p)(n) si n G N ; ||nep|| = si n ^ N 

(on utilise, pour le prédicat e, la notation nep au lieu de e(n,p)). 

Le prédicat e permet donc d'associer, à chaque individu, un ensemble d'entiers qui sont ses 
éléments. La proposition [37] montre que l'axiome suivant est réalisé : 

Pour tout ensemble, il existe un individu qui a les mêmes éléments entiers. 

Cet axiome sera appelé axiome de représentation des prédicats sur N et noté RPN. 

Proposition 37 (RPN). 

Ax(x)0 |f-VX3xVn erai (An ^nex). 

Cette formule s'écrit VX(VrE[Vn(ent(n), Xn — > nex), Vn(ent(n), nex — » Xn) — > X] — > _L). 
On considère donc un paramètre X : P — > "P(II) d'arité 1 et un terme £ G A tel que : 

£ |f- Vx[Vn(ent(n), Xn — > ne x), Vn(ent(n), ne x — > Xn) —> _L]. 

On doit montrer que Xx(x)0 * Ç . tt G X, ou encore Ç * . . tt G X pour toute pile tt G IL 
Par définition de e, il existe po G P tel que l'on ait Xn = \\nepo\\ pour tout entier n. Or, on a : 
£ |f- Vn(ent(n), Xn —> n e po) , Vn(ent(n) , n e po — > Afn) — > X 
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Il suffit donc de montrer que |f- Vn(ent(n), Xn — > nepo) et |f- Vn(ent(n),nepo — * Xn). 
On rappelle que le prédicat ent(x) est défini par : 

|ent(n)| = {n} si n G N et |ent(n)| = si n ^ N. 

On doit donc montrer : 

0*n.i)./)Ël pour tout n G N, n |f- A'(n) et p G ||n epp II > 
0*n.ï/.//GX pour tout G N, r/ |f- nepo et // G ^(n). 

Or ceci s'écrit rj * p G X et r]' * p' G X, ce qui est trivialement vérifié, puisque Xn = ||nepo||- 
C.Q.F.D. 

On suppose maintenant que {C,a,1} est une structure de forcing dans Ai. On définit alors 

également le symbole e dans le /3-modèle Af en posant : 

lll ne p\\\ = \\ n£ p\\ x {1} pour n,p G P. Autrement dit 

|||nep||| = {(tt, 1); ir G e (p)(n)} si n G N ; |||nep||| = si n N. 

Proposition 38. Le prédicat e + (q,n,p) est q = 1 *— y nep. 
La formule q J- nep est C[qa1] — > ne p. 

Immédiat, par définition de |||nep|||. 
C.Q.F.D. 

Proposition 39. 

i) Ç |f- (C[p\ — > n e q) =^ (ôS,,p) \§-neq où ô = Xx(x)Xy(x)(a)y et a :: pAl =^ p. 
m) (CiP) H~ n£ Q <^'£ |f~ — > neq) où 5' = Xx\y(x' x )( a ')y e t et :: p ^> pt\\. 

On a (ti,p) ||f- nep <^ * (tt, 1) G X pour toute ir G ||nep||, ou encore : 

(îiP)\h n£ P ^ Ç*vr r GX pour tout r G C|j»a1] et n G ||nep||. 

i) Supposons £ ||- (C[p] — )• neq), r G C[pAl] et 7r G ||nep||. On a alors : 
5£ * 7r T >- Ç * ar . 7r G X, puisque «r G C[p]. 

ii) Supposons (£,p) (j-neg, r G C[p] et 7r G ||nep||. On a alors : 
* r . 7T >- £ * 7r a T G X, puisque a'r G C[pAl]. 

C.Q.F.D. 

La notion de formule du premier ordre a été définie plus haut (voir théorème [33]) . On étend cette 
définition en y ajoutant la clause suivante : 

• teu est du premier ordre, quels que soient les termes t,u. 

La proposition [39] montre que le théorème [33] reste valable pour cette notion étendue. 

On dira que la structure de forcing {C,a,1} satisfait la condition de chaîne dénombrable (en 
abrégé c.c.d.) s'il existe une quasi-preuve ced telle que : 

ced \! r VX[Vn ent 3pX(n,p),Vn ent VpVq(X(n,p),X(n,q) ^p = q), 
\/n ent VpVq{X(n,p),X(sn,q) -> q Ç p) -> 

V{Vn ent Vp(X(n,p) Ç p), (Vn ent Vp(X(n,p) -> C[p]) -> C[p'])}]. 
Le sens intuitif de cette formule est : 

Si X(n,p) est une suite décroissante de conditions, alors il existe une condition p' qui les minore toutes ; 
de plus, si toutes ces conditions sont non triviales, alors p' est non triviale. 

On se propose, dans cette section de montrer le : 
Théorème 40 (Conservation des réels). 

Si la c.c.d. est vérifiée, il existe une quasi-preuve cri telle que : 
(cr\,l) 1 1-| — VX3xVn ent (Xn «-► nex). 
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Cela signifie que l'axiome RPN, qui est réalisé dans le ^-modèle A4 (voir proposition [37]) l'est 

aussi dans le £>-modèle générique Af. 

Notation. 

La formule Vg(C[pAg], q \- Xn — > p J- Xn) se lit " p décide Xn ", et est notée p J- ±Xn. 
Elle s'écrit aussi VgVr(C[pAg], g f ATn, C[pAr] — » X + (r, n)). 

Si : P — > P(II x P) un prédicat unaire du ^-modèle TV, et ^+ : P 2 -> V(U) est le prédicat 
binaire correspondant du „4-modèle standard A4, la formule Vg(C[pAg], g J- Afn — > p J- <Yn) est 
donc notée aussi p J- ±Xn. 

Théorème 41. 5? /a c.c.d. est vérifiée, il existe une quasi-preuve dec telle que : 
dec (|-VXVpoV{(C[po] -> C[p']),p' Çp ,Vn en V h ±J£n)}. 

On montre d'abord comment le théorème HD] se déduit de ce théorème HT] 
D'après le théorème [32l il suffit de trouver une quasi-preuve crIO telle que : 
crIO |f- 1 f- VAf3xVn ent (Afn Hnei) 

ou encore, puisque 1 f -^4 = Vpo((po f ^4); C[1apo] — * -L) : 
crIO H- VXVp [(p h Vg{Vn ent (Xn <-> ne g) -> 1}), C[lAp ] -»• _L]. 
D'après le théorème il suffit de trouver une quasi-preuve crll telle que : 
crll |f VXVpoVp'{(C[p ] -»• C[p']),p' Ç p ,Vn ent (p' |- ±Xn), 

(Po FVg(Vn ent (In«neg) -4 J_)),C[lAp ] -> X}. 
Il suffit de trouver une quasi-preuve crl2 telle que : 

crl2 |f VXVp Vp'{(p h Vg(Vn ent (Xn ±)),p' Ç p , Vn ent (p' f ±In), C[p'] -> 1}. 

On prendra alors crll= XxXyXzXuXv ((x)(cr\2)uyz)(5)v avec (5 :: Ia» =4» p; 
(rappelons que la formule C[po] ~~ ^ s'écrit, en fait, -, C[p / ] — » ->C[po]). 

On fixe : P 2 -> P(II), p ,p' G P, £ [f (po f Vg(Vn ent (,Yn <-> neg) -> _L)), 77 |f p' Ç p , 

C f Vn ent (p' f ±Afn) et r G C[p']. On doit avoir (crl2)Çr,Cr |f _L. 

On choisit go G P tel que l'on ait ||neço|| = IIp' f Xn\\ pour tout n € N, ce qui est possible, par 
définition de s. On a trivialement £ |f (po f (Vn ent (n e go —> Xn),\/n erii {Xn — > neqo) — > _L)). 
Or, la formule po f (Vn ent (nego ~~ ^ <^n), Vn ent (A'n — >• neqo) — > _L) s'écrit : 
VrVr'(r f Vn ent (neg ->■ AYi), J"' f Vn ent (A'n -^n£g ), C[(p Ar)Ar'| -4 _L). 
En remplaçant r et r' par p', on obtient donc : 

£ |f (p' f Vn ent (neg -» p' f Vn ent (A'n -» neg ), C[(poAp')Ap'] -> _L). 
De r € C[p'] et 77 |f W(-iC[poAr] — » -iC[p'Ar]), on déduit : 
Xh({r,)Xx(h)(p)x)(a)T |f C[(poaj/)aj/] 

où a, /? sont des C-expressions telles que a : p pAp ; /3 :: pAg =>■ (pAg)Ag. 
On a donc : 

(1) AyAz((r,)Ax(£yz)(/3)x)(a)r |f (p' f Vn ent (neg -> #n)), (p' J- Vn ent (#n -4 neg )) -> X. 

• La formule p' f Vn ent (n ego ~4 <-fn) s'écrit Vn ent Vr(r f ne go — ^ p' Ar f Xn). 

Mais r f ne go — C[rAl] — > ne go (proposition [38]) = C[rAl] — > p' f <f (n) par définition de go. 
Donc p' f Vn ent (n eg -4 Xn) = Vn ent Vr((C[rAl] -4 p' f Af(n)) — > p'Ar f Xn) = 
Vn ent VrVg'[Vg(C[rAl],C[p / Ag] -4 #+(g, n)), C[(pV)Ag'] -4 Af+(g',n)]. 
On a donc : 

(2) XdXx\y({x){a')y){P')y H" (p' h Vn ent (neg -4 #n)) 
avec a' :: (pAr)Aq => taI et /3' :: {p/\r)/\q pAg. 

• La formule p' f Vn ent (< ; fn — > neqo) s'écrit Vn ent Vr(r f <Yn — > p'Ar f ne go), ou encore : 
Vn ent Vr(r f Xn,C[(p' Ar ) a1] — > neqo), c'est-à-dire, par définition de go : 

Vn ent Vr(r f Xn, C[(p'Ar)Al] -4 p' f tfn). Or, on a : 

C f Vn cnt (p' f ±Xn), autrement dit C f Vn ent Vr(r f Xn,C\p'f\r] — > p' f A^n). Par suite : 

(3) XnXxXy((nx)(a")y |f p' f Vn ent (- ; fn — >• nego) avec a" :: (pAr)Al ^pAr. 
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Il résulte de (1,2,3) que : 

((\y\z((ri)\x(£yz)(P)x)(a)T) XdXxXy((x)(a')yW)y) \n\x\y((nx)(a")y |)-±. 
On peut donc poser crl2 = 

\x \y \z \u((\y\z((y )\x(xoyz)(f3)x)(a)u) XdXxXy((x)(a')y)((3')y) XnXxXy(z nx)(a")y. 
C.Q.F.D. 

Le reste de cette section est consacré à la preuve du théorème 1411 
Définition d'une suite par récurrence 

On se donne une suite finie de formules F(n,p,p') avec paramètres et po € P. On se donne aussi 
une quasi-preuve dse telle que dse |j- VnVpElp' F(n,p,p'). 

Remarque. Dans l'application qu'on a en vue, la suite F est composée de trois formules. 

D'après le théorème (TH^ii) (axiome du choix pour les individus), il existe une fonction 
/ : P 3 -> P telle que : 

ç \^\fny P (yk ent (F(n,pJ(n,p,k)) -> _L) -> Vp'(F{n,p,p') -> 1)). 

Il en résulte que Ax(dse)(ç)a; |f- Mn\/p{\/k ent (F(n,p, f{n,p, k)) -> X) -> _L). 

On définit une fonction notée (m<n), de P 2 dans P, en posant, pour m, n G P : 
(m<n) = 1 si m, n € N et m < n ; (m<n) = sinon. 

La relation (m<n) = 1 est évidemment bien fondée sur P. 
D'après le théorème [TBTii) . on a donc : 

Y ^WkÇrfl(eat(l) t F(n,p,f{n,p,l)) -> ^ l),ent(fc), F(n,p, /(n,p, fc)J -> 1) 

-> \/k(ent(k),F(n,p, f(n,p,k)) — > _L). 

En posant Y' = Xx(Y)XyXz(x)zy, on a donc : 

Y' |f Vk cnt {Vl ent {F{n,p,f{n,p,l)} ->• (i<Jfe) ^ 1), F[n,p, /(n,p, fe)] -> ±} 

-> Vk ent {F[n,p,f(n,p,k)} -+X). 

On a donc : 

Ax(dse)(ç)(Y> |f VA; ent {V/ ent (P[n,p,/(n,p,/)] -> (Z<fc) ^ l),P[n,p, f(n,p, k)] -> _L} -> X 

On définit la formule G(n,p,k) = V/ ent (P(n,p, f(n,p,l)) — >• (Z<fc) 7^ 1) et la suite de formules 
H(n,p, k) = {G?(n,p, k),F(n,p, f(n,p, k))}. On a donc montré : 

Lemme 42. dseO |f- s inMp3k ent {H(n : p, k)}, avec dseO = Ax(dse)(ç)(Y')a;. 

Lemme 43. S'oit cp une quasi-preuve telle que, quels que soient m, n G N, on ait ; 

cpkm .n.^.n.^.Try^-kir ( resp. rj-kir, Ç -kir) si m < n ( resp. n < m, m = n). Alors : 

i) cp |f- Vm en Vn 6ni ((m<n) 7^ 1, (n<m) ^l,m/n->l). 

ii; dsel |f VraVpVÀ; cn Vfc' ent (H(n,p,k),H(n,p,k'),k ^ k' -> _L) 

avec dsel = XkXk' XxXyXx' Xy 1 {{cpk' k){x)k' y'){x')ky , où y, y 1 sont deux suites de variables dis- 
tinctes de même longueur que la suite F. 

i) Trivial. 

ii) Soient £ |f G(n,p, k), fj |f P(n,p, f(n,p,k)), £' |f G(n,p, A;'), if |f F(n,p, f(n,p, k')) 
et Ç |f A; 7^ fe'. On doit montrer cp ★ A;' . A; . (£)A/if . (Ç')kff . ( . ir € X. 

Si = A;', on est ramené à (*7r G 1; c'est vrai parce qu'on a alors £ |f _L. 
Si A/ < k, on est ramené à montrer Ç * A/ . ff . ir € X. Cela résulte immédiatement de : 
Ç \^yk' ent {F(n,p,f(n,p,k')) (jf<fc) / 1) et donc Ç |f ent(A/), F(n,p, f(n,p, k')) -> 1, 
puisque k! <k. 
C.Q.F.D. 
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On définit maintenant le prédicat : 

$(x,y) = VX{VnVpVk ent (H(n,p,k),X(n,p) ->■ X(sn, f(n,p,k))),X(0,p ) X{x,y)) 

et on montre que <E>(x,y) est une suite de conditions (relation fonctionnelle sur N) et quelques 

autres propriétés de <ï>. 

Lemme 44. 

i) XxXyy \\-$(0,p ). 

u) Xx(x)II |f- Vy($(0,y) y =po). 

rec \\-\/xVy\/k ent (H(x,y,k),®(x,y) -ï $(sx, f(x,y,k))) 
où rec = XkXxXyXx' XzXu(zkxy)(x')zu 

y étant une suite de variables distinctes de même longueur que F. 

i) Trivial. 

ii) On définit le prédicat binaire X : P 2 — » V(TV) en posant ^f(0, g) = \\q = po\\ et X(p, q) = 
pour p 7^ 0. On remplace X par X dans la définition de $(0, y). Comme on a sn / pour tout 
n € P, on obtient ||<£(0,y)|| D ||T,po = Po ^ V = Poil ; d'où le résultat. 

iii) Soient £ |f- G(x, y, fc), 77 |f- y, /(x, y, k)), £' |f- $(x, y), 
C |f-VnVpV/c ent (-É(n,p,fc),X(n,y) ->• X(sn,f(n,p, k))), 

V |f X(0,p ) et vr € ||X(sx, /(x, y, Zc))||. 

Alors Ç'^tj |f (x, y), donc C *fc . £ . 17 . . 7r G i soit (rec^^r/Ç'Cu * n G X. 
C.Q.F.D. 

Lemme 45. ccdl J-Vn 3p$(n,p) où ccdl = Xn((n)XxXy(x)Xz(cdl)zy)Xx(x)XxXy y 
avec cdl= AxAy(dseO)AZAi?(y)(rec)Zix ; 

z est une suite de variables distinctes de même longueur que H. 

Preuve par récurrence sur n ; on a XxXyy |f- <3?(0,po)) donc Xx(x)XxXy y |f- 3y $(0, y). 

On montre maintenant cdl |f <I>(x,y) — > 3y&(sx,y). 

On considère donc £ |j- <&(x, y), r/ |f- Vy( < î ) (sx, y) — >■ _L). 

On a rec |f- \/l ent (H(x, y, l), $(x, y) ->■ $(sx, /(x, y, Z))) flemme l44lii). 

77 |f- ($(sx, /(x, y, Z)) — > _L), et donc : 

XlXz(r])(rec)lz£ |f- |f- VZ ent (.ff(x, y, Z) — > _L), où i* est de même longueur que H. 
Or, on a dseO |f- 3A; ent {i?(x, y, k)} (lemme |42|) ; donc : 
(dseO)AZA£(r/)(rec)ZzÇ ||— _1_ , soit (cdl)^r? |f-±. 

On a donc montré cdl |f- Vy(<3?(x, y) — ► 3y<3?(sx, y)), d'où il résulte que : 
AxAy(x)Az(cdl)zy |j- 3y<ï>(x, y) — >• 3y$(sx,y). 
C.Q.F.D. 

Lemme 46. // existe une quasi-preuve ccd2 ie/Ze gue : 
ccd2 |f- Vn en VpVg(<ï>(n,p), <3?(n, g) ->-p = g). 

On fait la preuve détaillée par récurrence sur n. Elle permet d'écrire explicitement la quasi-preuve 
ccd2. 

Pour n = 0, le lemme l44Tii) donne le résultat : $(0,p), <£>((), q) — > p = g. 
On fixe m et on suppose VpVg(<ï>(m,p), 3>(m, g) — » p = g). 
On définit le prédicat binaire : 

\I>(n, g) = VpV/c ent (n = sm, H(m,p, k), $(m,p) — >• g = f(m,p, k)). 
On montre |f- VpVZc ent (iï(n,p, fc), $(n,p) — > \t(sn, f(n,p,k))), c'est-à-dire : 
|f- VpVgVA; ent VZ ent {F(n,p, /c), $(n,p), sn = sm,H(m,q,l),$(m,q) ->• f(n,p,k) = f(m,q,l)}. 
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Or on a \\sn = sm\\ = \\n = m\\, <&(m,p),&(m,q) — > p = g par hypothèse de récurrence; 
H(m,p, k),H(m,p, l) —ïk = l (lemme l4*37ii)). d'où f(n,p,k) = f(m, q, l). 

En posant *&'(x, y) = &(x, y) A ^f(x, y), on a : 

|f- VpVk ent (H (n,p, k), ty'(n,p) — > ^'(sn, f(n,p,k))) ; on a aussi ||— W(0, po)- Cela montre que 

|f- (<3?(x,y) —> fy'(x,y)) en faisant X = vp' dans la définition de 
On a donc |f- $(sm, g) — > Vp\/k ent (H(m,p, k), $(m,p) — > g = f(m,p, k)). D'où : 

|f- $(sm, g), $(sm, g') — > Mp\/k ent (H(m,p, k), $(m,p) — > (g = f(m,p, k)) A (g' = f(m,p, k))) 
et donc |f- $(sm, g), $(sm, g') — >■ Vpik ent (H (m, p, k), <3?(m,p) — > g = g')- 

On obtient donc |f- $(sm, g), $(sm, g') — » g = g' puisqu'on a ccdl ||- 3p<Ê(m,p) (lemme |4"5|) 
et dseO |f- Vp3fe ent {iî(m,p, fc)} (lemme El). 
C.Q.F.D. 

Fin de la preuve du théorème 1411 

Pour montrer le théorème I41[ on fixe po G P et un prédicat binaire X : P 2 — » "P(II). 
Il s'agit de trouver une quasi-preuve dec telle que : 
dec |f 3p'{(C[p ] C[p']),p' Ç po, Vn ent (p' f- ±*n)}. 

On applique les résultats précédents, en prenant pour F(n,p,p') la suite des trois formules 
suivantes : {(C[p] — > C[p']), (p' Ç p), |- ±A?n}. 

Le lemme l47l ci-dessous donne une quasi-preuve dse telle que dse |f- VnVp3p'{F(n,p,p')}. 
Lemme 47. dse |j- Mp3p'{F(n,p,p')} 

où dse= Xa{Xh{aII)XxXy h)Xz(cc)Xk((aXx xz)/3')\x\y(k)(y)(a)x 
avec f3' = XxXy(x)(/3)y, a :: {phq)/\r =4* rAq et (3 :: {p/\q)Ar =4* pAr. 

La formule considérée s'écrit Vp'[(C[p] — > C[p']),p' E p, (p' f- ±Afn) — >• _L] — >• JL. 

Soit donc £ H-Vp'[(C[p] — > C[p']),p' Cp, (p' |- ±<Yn) — )■ _L]. On doit montrer (dse)Ç |f- X. 

• On montre Xh(^II)XxXy h |f- ->(p |- Afn) : 

Soit C H - (P i~ Xn) ; on a donc XxXy Q |f- (p |- ±Xn) ; en effet : 
p |- ±ATn = Vg(C[pAg], g |f- Afn ->• p f- Afn). 

Or, on a £ |f- (C[p| — > C[p]),p Ep, (p |- ±Xn) — > _L ; on a / |f- C[p] — > C[p] et / \\-p E p 
(puisque p' E P = Vg(->C[pAg] — » -iCfp'Ag])). Donc (ÇlI)XxXy Ç |f- _L, d'où le résultat. 

• On montre maintenant A-z(cc)À/c((£Àx xz)f3')XxXy(k)(y)(a)x |f- (p |- A'n). 
Soient donc r G C[pAg] et 7r G <Y + (g,n). On doit montrer : 

((ÇAx xr)/3')\xXy(k n )(y)(a)x * tt G X. Or, on a Àxxr |f- -i-iC[paç], 

/3' |]-pAg E p (lemme [48]) et £ |f- (-iC[pAg] — > -| C[p]),pAg E p , (pAg |- ±Afn) — > X ; donc : 

(ÇXxxt)/3' |f- ((pAg J- ±Xn) — > X). Il suffit donc de montrer : 

XxXy(k n )(y)(a)x |f- (pAg |- XA"n), c'est-à-dire : 

XxXy(k w )(y)(a)x |f- Vr(C[(pAg)Ar], r J- A'n — > pAg J- Xn). On montre, en fait : 

XxXy(k w )(y)(a)x |f- Vr(C[(pAg)Ar], r fl- Afn — > _L). 

Soient donc v G C[(pAg)Ar] et 77 [f- (r J- Afn). On doit montrer : 

(k 7r )(r/)(a)u ★ p G X pour tout p G II, soit (r/)(a)f *7r G X. Or, on a (a)v G C[rAg], 

donc (j])(a)v |f- < ; f + (g,n), d'où le résultat, puisque 7r G /%" + (g, n). 

• Il en résulte que (Xh(^II)XxXy h)Xz(cc)Xk((^Xx xz)f3')XxXy(k)(y)(a)x |j- _L 
soit (dse)Ç |f- X, ce qui termine la preuve. 

C.Q.F.D. 

Lemme 48. Soit (3 :: (pAg)Ar => pAr. y4/ors XxXy(x)((3)y |f- VpVg((pAg) Ep). 
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Cette formule s'écrit VpVgVr(-iC[pAr], C[(pAg)Ar] — > _L). 

Soient donc £ ||- -iC[pAr], r € C[(pAq)Ar], d'où /3r € C[pAr] et (£)(/3) r II - -L- On a donc bien 
XxXy{x){f3)y * £ . r . -/r € X pour tout 7r € EL 
C.Q.F.D. 

On se propose d'appliquer la condition de chaîne dénombrable au prédicat binaire <&(x,y). Les 
lemmes l4"5l et [4"6l montrent que les deux premières hypothèses de la c.c.d. sont réalisées par ccdl 
et ccd2. La troisième est donnée par le lemme l49l ci-dessous. 

Lemme 49. // existe deux quasi-preuves ccd3 et for telles que : 

i) ccd3 [f Vn en fypVg(<3?(n,p),<I>(,sri,g) -» q Qp). 

ii) for |f- Vn ere Vg($(sn, g) g f ±Xn). 

D'après le lemme l4"4T iii) . on a : 

rec |f- Vk ent (H(n,p, k), 3>(n,p) — » f(n,p,k))). En utilisant ccd2 (lemme HH|). on a : 

|f- \fk ent (H(n,p, k), $(n,p), $(sn, g) g = f(n,p, k)). 

Or, H(n,p,k) est une suite de quatre formules dont les deux dernières sont : 
f(n,p,k)Qp et f(n,p,k) \- ±Xn.^ 

i) On en déduit d'abord |f- yk cnt (H(n,p, k), 3>(n,p), <3?(sn, g) 
D'où le résultat, puisqu'on a dseO |f- 3k ent {H(n,p, k)} (lemme l42l) . 

ii) On en déduit aussi |f- \/k ent (H(n,p, k), <&(n,p), $(sn, g) — > g |- ±A"n). 
On obtient donc |f- Vn ent Vg(3>(sn, g) — >■ g J- iXn) puisqu'on a : 

ccdl |f Vn ent 3p<ï>(n,p) (lemmegS]) et dseO |f- VnMp3k ent {H(n,p, k)} (lemme|42|). 
C.Q.F.D. 

On peut maintenant appliquer la c.c.d. au prédicat <3?(x,y), ce qui donne une quasi-preuve ccdO 
telle que ccdO |f- 3p'{Ù(n,p,p')} avec: 

Û(n,p,p') = {Vn ent Vp($(n,p) -^p'Çp), Vn ent Vp($(n,p), -iC[p] -> -L),-C[p'] -> _L}. 
Pour terminer la preuve du théorème |3T] il suffit donc de trouver des quasi-preuves 
dec0,decl,dec2 telles que : 

decO \^p'(Û(n,p,p > ),^C\po],C\p'] -»• J_) ; 
decl |f- Vp'(Çl(n,p,p') — > p' Ç po) ; 
dec2 |f Vj/(â(n,p, j/) -> Vn ent (p' J- ±Afn)). 
Soient donc Woj^l £ A tels que : 

u |f- Vn ent Vp($(n,p) et wi |f- Vn ent Vp(<ï>(n,p), -iC[p] ->• _L),-iC[p'] ->■ _L 

En appliquant le lemme l44Ti) avec n = 0,p = po, on obtient {uJo)XxXy y \\- p' Ç po- 
On peut donc prendre decl = XaXb(a)Xx\y y. 

Lemme 50. ccd4 |f- (C[p ] -)• \/n ent \/p{$(n,p), ->C[p] -> _L)) 
où ccd4= ÀaÀ6Àc((6ÀxoAxiÀX2A£3ÀxÀy(x)(xi)?/)Ax so)c. 

Soient r G C[po], £ II - ^(^,p) e t ^ If _, C[p|. 

En faisant X(x,y) = — >— >C[3/] dans la définition de on a : 

Ç |f WVp'Vk™\G[n', I /,k},F[n , ,p',f(n',p',k)},^ C[p'] -> _l_| C[/(n / ,p / , A;)]), 

C[p ],-C[p]^±. 

On a àx(x)t ||- — i— iC[po]- 

Par ailleurs, puisque Ffn^p^g] = {(->C[g] — > -iC[p']), (g C p'),g J- ±<Yn}, on a facilement : 
ÀxoAxiÀX2Ax3Àa;Ày(a;)(xi)y |f 

Vn'Vp'Vfc cnt (C7[n',p', fe], F[n',j/, /(n',p', k)],^C[p'} C[/(n',p', fc)]). 

Il en résulte que ((£ÀxoAxiAa;2Aa;3Àa;Àï/(x)(xi)î/)Ax(x)T)r/ |f _L, soit (ccd4)rÇr/ |-(— J 

C.Q.F.D. 
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Du lemme [501 on déduit immédiatement Àx(u;i)(ccd4)x |f- C[po], -| C[p'] — > _L. 
On peut donc poser decO = AaÀ6Àx(6)(ccd4)x. 

Lemme 51. 

i) lefO |f- VpVg(p J- Xn, q Ç p — >■ g J- AVi) avec lefO = AxAyAz(cc)A/c((?/)Au(Â:)(x)ii)2:. 

lefl |f- \/piq{p J- ±Xn, q □ p — > g J- ±^f n) awec 
lefl = AxAyAzAu((lefO)(cc)A/i((y)Aw(/i)(x)î;u)z. 

i) Immédiat en explicitant les formules : 
p J- A? n = Vr(C[pAr] — > X + (r, n)) ; 

q Q p = Vr(-iC[pAr] — » -iC[çAr]) ; 
q\-Xn = Vr(C[çAr] -»■ Af+(r,n)). 

On déclare x : p |- A?n, y : q Q p, z : C[qAr], k : ^X + n. 

ii) On écrit les formules : 

p J- ±Xn = Vr(C[pAr], r J- A'n — >■ p J- A*n) ; 

q Qp = Vr(-iC[pAr] — >• -iC[gAr]) ; 

g |- ±#n = Vr(C[gAr],r h Afn ->• q \- Xn). 

On déclare x : p J- ±Xn, y : q Ç p, z : C[çAr], li : r J- Afn, i> : C[pAr], /i : ->(p |f- Afn). 
C.Q.F.D. 

En utilisant les lemmes [4Wii) et [5T1 ainsi que ojq |f- Vn ent Vp( ( î ) (n,p) — >• p' Çp), on obtient : 

AnAx((lefl)(for)nx)(wo)n:E |f- Vn ent Vç(<ï>(sn, g) -> p' |- ±Xn). 

Or, on a ccdl |f- Vn ent 3p $(n,p) (lemme [43]) ; on en déduit : 

\n{cc)\k({ccdl)(s)n)\x(k)({\ett){hr)nx)(cj )nx |f Vn ent (p;t F ±*n). 

On peut donc poser dec2 = AaA6An(cc)AA;((ccdl)(s)n)Ax(/c)((lefl)(for)?7,x)(a)nx. 

Cela termine la preuve du théorème 1411 
C.Q.F.D. 

L'axiome d' ultrafiltre sur N 

On considère une algèbre de réalisabilité standard A et un „4-modèle A4 dans lequel l'ensemble 

d'individus (qui est aussi l'ensemble des conditions) est P = "P(II) N . 

La relation binaire e est définie par ||nep|j = p(n) si n € N ; sinon, ||nep|| = 0. 

1 est défini par l(n) = pour tout n € N ; 

a est définie par ||ne(pAg)|| = ||nep Aneg|| pour tout n G N. 

L'axiome de représentation des prédicats sur N (RPN) 

On définit la fonction récursive d'arité k, notée (ni, . . . , n k ) (codage des fc-uplets) : 
(m, n 2 ) = ni + (ni + n 2 ){n 1 + n 2 + l)/2 ; (ni, ... , n k+ i) = ((ni, . . . , n k ), n k+1 ). 

Proposition 52. \\-\/X3x\/y\ nt . . . Vy^ ((yi, . . . , y k ) £x -H> X(y\, . . . , y k )) où X est une variable 
de prédicat d'arité k. 

Soit X : P k — > P(II) un prédicat d'arité k. On définit a G P en posant : 

a(n) = X(n\, . . . , n k ) pour n € N, n = (ni, . . . , n&). On a alors immédiatement : 

/ \! r Vyr* t ...Vy™ t ((y 1 ,...,y k )ea^X(y 1 ,...,y k )) et 

/ |f V^ nt . . . Vyt nt (X( yi , ...,y k )^( yi ,...,y k )ea). 

On en déduit : 

Xx(x)I |f VX3xVyf nt . . . Vy| nt ((yi, ...,î/t)ei-> X(ï/i, . . . , y k )) et 
Ax(s)J |fVX3xVyf nt ...V^ nt (^(yi,---,yfe) -»• (yi,...,y fc )ex). 
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Il suffit alors d'appliquer le théorème 1151 
C.Q.F.D. 

Le schéma de compréhension pour N (SCN) 

Soit F[y, Xi, . . . , Xk] une formule dont les variables libres sont parmi y, x±, . . . , x k . On définit 
une fonction d'arité k, soit gp : P k — > P, autrement dit gF '■ P k X N — > V(H) en posant 
çf(pi,- ■ ■ ,Pk)(n) = \\F[n,pi, . . . ,p k ]\\ pour tout n G N. 

Proposition 53. On a |f Vxi . . . VxfcVy m *(y egp{xi, . . . , Xk) F[y, x\, . . . , Xk]) pour toute 
formule F[y,xi, . . . ,x k }. 

En effet, on a trivialement : 

/ |f Vxi . ..Mx k \ly erit {yeg F (xi 1 ...,x k )-> F[y,xi, . . .,x k ]) et 
/ |f Vxi . . . Vx fc Vy ent (F[y, x ll ...,x k ]-> yeg F (xi, . . .,x k )). 

Il suffit alors d'appliquer le théorème 1151 
C.Q.F.D. 

Remarque. Le symbole de fonction binaire a est obtenu en appliquant SCN à la formule yex\ Ayex^- 
Le modèle générique 

On désigne par C[x] la formule Vm mt 3n mt (m + n)ex, qui exprime que l'ensemble d'entiers x 
est infini. Le prédicat C est défini par cette formule : pour tout p G P, \C[p]\ est, par définition, 
l'ensemble {r£ A; r |f C[p]}. 

Il en résulte que la condition 7 :: t(p\, . . . ,p n ) =4> u(pi, . . . ,p n ) s'écrit : 
Xx-fx |f Vpi . . . Vp n (C[i(pi, . . . ,p n )\ -»■ C[u(px, . . . ,Pn)})- 

Pour terminer la définition de l'algèbre B (et du B- modèle TV), il reste donc à trouver des quasi- 
preuves ao,a%,a2, A)s Pi, h telles que : 

a o If VpVgVV(C[(pA(7)Ar] — » C[pA(g>Ar)]) ; ai |f Vp(C[p] — > C[pAl]) ; 
a 2 |f VpVg(C[pA<7] -4 C[q\) ; /3 |f Vp(C[p] -4 C[pAp]) ; /?i [f VpVç(C[pA^] -4 C[<?Ap]) ; 
|f VpVg , VrVs(C[((pA(7)Ar)As] — > C[(pA(gAr))As]). 

Or, on a facilement, en déduction naturelle : 

b 9 : Vn(nex — > nex') — » (C[x] — > C[x']) avec 9 = Xf XuXmXh(um)XnXx(hn)(f)x. 

D'après le théorème [5] (lemme d'adéquation), on peut donc poser «j = 6a* et /3j = 9(3*, pour des 

quasi-preuves a*,/3*(0 < i < 2) telles que : 

b a£ : \iXVYVZ{(X AY) A Z ^ X A {Y A Z)} ; b aj : VX{X ->IAT}; 

b a* : VXVY{X A Y ->• Y} ; b fi* : VX{X -4lAl}; b /3* : VXVy{X A y — > y A X} ; 

b : VXVyVZVt/{((X AY) A Z) AU (X A (Y A Z)) A U}. 

La condition de chaîne dénombrable 

On montre, dans cette section le : 
Théorème 54. 

La structure de forcing {C, a, 1} satisfait la condition de chaîne dénombrable dans Ai. 

Il s'agit de trouver une quasi-preuve ced telle que : 

ced |f VX3x{Vn ent 3pX(n,p),Vn ent \/pVq(X(n,p),X(n,q) ->p = g), 
\/n eat VpVq(X(n,p), X(sn, q) — > q Ç p) — y 
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\/n ent \/p(X(n,p) -> x Ç p) A (Vn ent Vp(X(n,p) ->■ C[p]) -> C[x])} 
oùpÇg est la formule Vr(C[pAr] — » C[çat*]). 

D'après le théorème [TÏÏl cela revient à trouver une quasi-preuve ccd' telle que : 

ccd' \! r VX3x{Vn int 3pX{n,p),Vn int VpVq{X(n,p),X(n,q) -+p = q), 
Vn mt VpVq(X(n,p), X(sn, q) — >■ q Ç p) — >• 

Vn int Vp(X(n,p) -> x Ç p) A (Vn int Vp(X(n,p) -> C[p]) ->• C[x])}. 

D'après le théorème [5] (lemme d'adéquation), nous pouvons utiliser la méthode suivante pour 
montrer ||- F : 

Montrer ||- A\ , . . . , |f- A^, puis 

montrer A\ , . . . , h F au moyen des règles de la déduction naturelle classique du second 
ordre (qui contient le schéma de compréhension), et des axiomes suivants qui sont réalisés par 
des quasi-preuves dans le „4-modèle A4 : 

• t 7^ u pour tous les termes clos t, u qui ont des valeurs distinctes dans A4. 

• Vx 1 / 1 * . . . Vx^ lt (t(xi, . . . , Xfc) = u(xi, . . . , Xfc)) pour toutes les équations entre termes qui sont 
vraies dans N. 

• Le schéma de fondation (SCF, voir théorème I131i) qui est constitué des formules : 
VXx . . . VX fc {Vx int [Vy int (X iy , ...,X k y^ f(y, x) + l),X x x, ...,X k x^±] 

^Vx mt (Xix,...,X fc x^i_)} 
où / : P 2 — > P est telle que la relation f(y, x) = 1 soit bien fondée sur N. 

• Le schéma d'axiome du choix pour les individus (ACI, voir théorème [T8|) qui est constitué des 
formules Vx( Vy mt F(x, /f(x, y)) — >■ Vy F(x, y)) ; 

x = (xi, . . . ,Xfc) est une suite finie de variables, VxVy mt F une formule close quelconque, et fp 
un symbole de fonction d'arité k + 1. 

• L'axiome de représentation des prédicats sur N (RPN, voir proposition |52|) qui est constitué 
des formules VX3xVy int ((yi, . . . , yk) ex O Xy) ; 

y = (yi, . . . , y^ est une suite de k variables et X est une variable de prédicat d'arité k. 

• Le schéma de compréhension pour les entiers (SCN, voir proposition [53]) , qui est constitué des 
formules VxVy mt (y e Qf{x) <->• F[y, x]) ; 

x = (xi, . . . ,Xfc) est une suite de k variables, VxWy F est une formule close quelconque, et gp 
est un symbole de fonction d'arité k. 

Lemme 55. h ^p\/q{p Çgf> 3m m Vn mi (n + mep — > n + meqj). 

On applique le SCN à la formule -F[y,x] = y^x ; on obtient donc : 

h Vx Vy mt (y e -ix «-> y ^ x) 
en utilisant la notation -ix pour gp{x). 

On a p Q q = Vr(C[pAr] — > C[qAr\) et donc pÇg h C[pA-iç] — >■ C[qA-<q]. 

Or, on a C[gA^g] hVm 1Ilt 3n mt (m + neçAm + n^ç) h _L, d'où: 

pQq I — iC[pA-iç], soit h p Ç q — > 3m Vn mt_ i(m + nep A -i(m + neq)). 

Inversement, des hypothèses : 

Vn /mt (m / + n'ep — >■ m' + n'eq), Vm mt 3n mt (m + nep A m + ner), on déduit : 
Vm int 3n int ((m' + m) + nep A (m' + m) + ner), puis : 
VW nt 3n mt (m + (m' + n) eq f\m + (m' + n) e r) puis : 
Vm 3n mt (m + neq A m + ner). Par suite : 
Vn /mt (m / + n' ep —ï rn' + n' e q) h C[pAr] — > Cf^Ar] et donc : 
3m' Vn' (m' + n' e p — > m' + n' e g) h C[pAr] — >• C[gAr]. 
C.Q.F.D. 
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En appliquant RPN et le schéma de compréhension, on obtient : 

^-\/X3hD(h,X) avec D(h,X) =Vk [nt Vn int ((k,n) s h <r+ VqW nt (i < n,X(i,q) -> keq)). 
Le sens intuitif de D(h,X) est : "h est l'individu associé à la suite de conditions X rendue 
décroissante". 

On applique SCN à la formule F(k,n,h) = (k,n)eh. On obtient donc : 

h \/n\/hVk [nt Vn(keg F (n,h) o (k,n)eh). 

On utilisera la notation h n pour g F {n, h). On a donc : 

h VnVh\/k int (keh n (k,n)eh). 

et par suite : 

D(h,X) h Vk int Vn int (kehn <-> VgVi int (i < n,X(i,ç) ^keq)) 
On pose &(k,h,n) = 3i mt {Vj mt (j + n e h n ^ (j < i) ^ l), i + n e h n , k = i + n}. 
Le sens intuitif de $(/c, /i, n) est : " est le premier élément de h n qui est > n ". 
On applique SCN à la formule F(k, h) = 3n mt h, n). On obtient donc : 
hVhVk int (keg F (h) <-> 3n int $(fc, /i, n)). 
On utilisera la notation inî(h) pour g F (h). On a donc : 

h VhVk int (ke mî(h) <-> 3n int $(À;,/i,n)). 
Les hypothèses de la c.c.d. sont : 
H [X] = \/n ult 3pX(n,p)- 

Hi[X] = Vn int VpVg(X(n,p), X(n, q) -> p = q) ; 
F 2 [X] = Vn int VpVç(X(n,p),X(sn,g) 
H 3 [X] = Vn int Vp(X(n,p) -> C[p]). 

On pose ff[X] = {flo[X],fri[X],fr 2 [X],fl3[X]} et = {ff [X], fr 2 [x]}. 

Il suffit donc de montrer : 

D(h, X),H*[X] h Vn int Vp(X(n,p) -»■ inf (/i) Ç p) et 
L>(/i,X),i?[X] h C[inf(/i)]. 

Notation. La formule Vn mt (nep->neg) est notée p Q q. 

Lemme 56. D(/i,X) h Vm m Vn mi (/i n+m Ç /i n ). 

Cette formule s'écrit Vm mt Vn mt Vfc mt (fc e /i„ +m ->■ keh n ). Or, on a : 
£>(/t,X) h Vm int Vn int VA; irlt (fce/i n+îra ->• VgW nt (i < n + m,X(i,ç) ->fceg)); 
h Vm int Vn int Vfc int [VçVi int (i < n + m,X(i,q) ->• fceç) -> VgVi int (i < n, -> fceg)] : 
h Vm int Vn int VA; int (VgVi int (î < n, -»• fceç) -> keh n ). 
C.Q.F.D. 

Lemme 57. £>(/i, X), H [X], H^X] h Vn m V/c m Vp(X(sn,p), /cep, keh n -> fce/i sn ). 

On a D(h,X), int(A;), int(n) h VpVf nt (z < sn,X(z,p) ->• /cep) ->• keh sn . 
Or, on a int(n), int(i), i < sn h i < nV i = sn, et donc : 

int(n), VpW nt (z < n,X(i,p) -> kep), Mp(X(sn,p) ->• /cep) h VpVi int (i < sn,X(i,p) ->• /cep). 
Par suite, on a : 

D(h,X), int(fc), int(n) h VpVi mt (i < n,X(i,p) —> kep),\/p(X(sn,p) —> kep) —s- keh sn , soit : 
D(h,X), int(/c), int(n) h k e h n ,\/p(X(sn,p) — > kep) — >■ keh sn . Par suite : 
D(h,X), int(/c), int(n), iïo[-X]> \-Vp(keh n ,X(sn,p),kep ^ keh sn ). 

C.Q.F.D. 

Lemme 58. £(/i, X), iî*LY] h Vn* n< Vp(X(n,p) p Ç /i n ). 
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Preuve par récurrence sur n. On doit montrer : 

D(h,X),âjX\, int(n) h Vp3m int VZ int (X(n,p), / + mep -> Z + me /i n ). 
Pour n = 0, on a D(h,X) h VA; (Vg(X(0, g) — > /ce g) — >■ keho). Il suffit donc de montrer : 
D(/t,X) 5 .£?*[X] h Vp3m int V/ int Vg(X(0,p),Z + mep,X(0,q) ^l + meq), 
ce qui découle, en fait, de iïi[X], à savoir X(0,p),X(0,q) —>p=q. 
L'hypothèse de récurrence est \/p(X(n,p) 4pE h n ) ; 
H 2 [X] est VpVq(X(n,p),X(sn,q) -> g Ç p) ; iï [X] est 3pX(n,p). 
Par ailleurs, on a facilement gCp,pCrhgÇr. On en déduit donc : 
Vp(X(sn,p) — > p Ç /i n ), soit Vp3m mt V7 mt (X(,sn,p), i + mep->I + meh n ). 
Or, on a Z?(/i, X) , i/o , H\[X] h X(sn,p), l + mep, l + meh n — > l + meh sn par le lemme [571 
On a donc Vp3m mt V7 mt (X(,sn,p), Z + mep — >■ / + meh sn ) c'est-à-dire : 
\/p(X(sn,p) -^pÇ /i sn ), ce qui est le résultat voulu. 
C.Q.F.D. 

Lemme 59. D(h,X),H(X) h Vra int C[/i„]. 

On a Vn mt V|?(X(n,p) — >• C[p]) d'après ii/3. Par ailleurs, on a facilement : 
h VpVç(C[p],p Ç g — > C[q\). En appliquant le lemme [58] on obtient donc : 
D(h,X),H(X) h Vn int Vp(X(n,p) -»• C[h n }). D'où le résultat, en appliquant H [X]. 
C.Q.F.D. 

Lemme 60. D(h,X),H[X] hVn mt 3k mt <S>(k,h,n). 
D'après le schéma de fondation (SCF), on a : 

h Vi int {Vi int (j + neh n -> (j<i) ^ l),i + nsh n -> _L} ->W nt (i + neh n -> _L). 
Or, on a X), i?[X] h Vn int C[/i n ] (lemme [59]), donc D(/i, X), H [X] h Vn int 3i int i + ne h n . 

On en déduit D(h,X),H[X] h Vn int 3i int {Vj int (j + « e h n (j<i) l),i + neh n }. 
C.Q.F.D. 

Lemme 61. D(h,X),H[X] h C[inf(/i)]. 
On a C[inf(/»)] = Vm int 3î int (î + me inf(fc)). 

Or, par définition du symbole de fonction inf, on a h \/Iitfk mt (k e ïnî(h) o 3n mt $(/c, /i, n)). 
Donc h C[inf (fc)] o Vm int 3z int 3n int <ï»(i + m, ft, n). 

Par définition de $, on a trivialement h Vn mt VA; mt ($(fc, h,n) — > 3i mt (/c = i + n)). 
Par ailleurs, on a D(/i,X), iï[X] h Vn int 3À; irit <I>(/î, /i, n) (lemme [60]). 
Donc D(/i,X),#[X] h Vn int 3f int $(i + n, h, n), d'où £>(/i, X), H[X] h C[inf(/Y)]. 
C.Q.F.D. 

Lemme 62. 

D(h,X),HJiX} ^ \/Mk in Nk' mt Vn m Nn' in \<S>(k,h,n)^{k' ,h,n'),k' > k ^ n' > n). 
On a $(/«, /i, n) = 3i mt ^(k, h, n, i), avec : 

^(fe, h,n,i) = {Vj mt {j + neh n ->• (j<i) / 1), i + neh n , k = i + n}. 
On doit donc montrer : 

£>(/t,X),iï*[X], int(fc), int(fc'), int(n), int(n'), int(i), int(i') h Ê(h,k,n,i,k' ,ri ,ï) -> 1 
avec H(/i, fe, n, i, k' ,n' , i') = {^(fc, /i, n, i), \I/(Â/, /i, n', i'), k' > k, n' < n} c'est-à-dire : 
H(/i, k, n, i, k' , n' , i') = 

{Vj mt (j + neh n -> (J<i) / 1), i + neh n , k = i + n, 
Vj'' mt {f + rieh n , -> (/<*') / 1), i' + n'e/v, k' = i' + n', 
k' > k, n' < n}. 
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De n' < n et k = i + n, on déduit n' < fc, donc k = j' + n'. 
De fc' > A;, on déduit i' + n' > k, et donc j' < i'. 

On a donc _/ + n'£h n >, soit kfih n i. Or, de n' < n, on déduit h n Ç /i n / (lemme [55]) . donc 
k£h n , ce qui contredit i + neh n , k = i + n. 
C.Q.F.D. 

Par définition de <3?, on a trivialement h Vn Vfc /i, n) — > keh n ). 

D'après les lemmes [56l et [62l on en déduit : 

D(h,X),HjyX] h VhVk ïnt Vk' int Vn int Vri int (<ï>(k,h,n),<S>(k' ,h,n'),k' >k^ k'eh n ). 
Le lemme [601 donne Vn mt 3A; mt( î ) (/c, /i, n). On en déduit : 
D(h,X),H*[X] \-Wn int 3k int W mt W int (^(k',h,n'),k' >k^ k'eh n ), 
et donc D{h,X),H^X\ h Vn int (inf (/i) □ h n ). 

Or, on a trivialement D(h,X) h Vn mt V/c mt Vp(A; e /i n , X (n, p) — > kep). D'où, finalement : 
L>(/i,X),i?jX] h Vn int Vp(X(n,p) -> inf(/i) Ç p). 

On a ainsi obtenu la quasi- preuve ccd' cherchée, ce qui termine la preuve du théorème [54l 
C.Q.F.D. 



L'ultrafiltre 

Dans le modèle J\f, nous avons défini l'idéal générique J ', qui est un prédicat unaire, en posant : 
J(p) = II x {p} pour tout p G P. 

D'après le théorème [35] on a : 

i) IH — «^(1) 

ii) ||f Vx(-C[x] ->J(x)) 

iii) VxVy(J(xAy) ->• J(z) V J(y)) 

iv) ||f Vx(Vy(-C[xAy] -)■ ^(x)) 

v) IthVajVyCJCx),!/ Çx^ 

D'après le théorème [33] on a |j- F <^ |||- F pour toute formule close F du premier ordre. 

Remarque. Une formule "du premier ordre" comporte des quantificateurs sur les individus qui, à l'aide 
du symbole e , représentent les parties de N. C'est donc une formule du second ordre du point de vue de 
l'arithmétique. Mais elle ne comporte pas de quantificateur sur les ensembles d'individus. 

D'après les théorèmes [Ï5] et [301 on peut utiliser, dans F, le quantificateur Vx mt , puisque le 
quantificateur Vx ent est du premier ordre. 

On a donc : 

vi) ||j- C[x] o Vm mt 3n mt (m + nex) 

vii) \\\-y Qx -H- 3m Vn (m + ne y — > m + ne x) 

viii) \\\- Vn mt ne 1 ; ||f- VxVyVn mt (nexAy O nex A ne y) 

puisque les formules considérées sont du premier ordre. Les propriétés (i) à (viii) montrent que, 
dans le S-modèle Af, la formule suivante est réalisée : 

J est un idéal maximal non trivial sur l'algèbre de Boole des parties de N qui sont représentées 
par des individus. 

Or, d'après les théorèmes [40] et [54] la formule suivante est réalisée dans M : 
Toute partie de N est représentée par un individu. 

La formule suivante est donc réalisée dans J\f : 

J est un idéal maximal non trivial sur l'algèbre de Boole des parties de N. 



37 



Programmes obtenus à partir de preuves 

Soit F une formule de l'arithmétique du second ordre, c'est-à-dire une formule du second ordre 
dont tous les quantificateurs d'individu sont restreints à N et tous les quantificateurs du second 
ordre sont restreints à F(N). 

On lui associe une formule Ft du premier ordre, définie par récurrence sur F : 

• Si F est t = u, Ft = F. 

• Si F est Xt, Ft est te X~ , où X~ est une variable d'individu associée à la variable de prédicat 
unaire X. 

• Si F est A -> B, Ft est -> fit. 

• Si F est VxA, Ft est Vx int vit. 

• Si F est VXA, Ft est VX~ Al 

On note que, si F est une formule de l'arithmétique du premier ordre, alors Ft est simplement 
la restriction F mt de F au prédicat int(x). 

Soit F une formule close de l'arithmétique du second ordre et considérons une preuve de F à 
l'aide de l'axiome du choix dépendant ACD et l'axiome AU de l'ultrafiltre sur N, énoncé sous la 
forme : " J est un idéal maximal non trivial sur F(N)". 

On en déduit immédiatement une preuve de Ft en ajoutant l'axiome RPN de représentation des 
prédicats sur N : VA3xVy(y e x o Xy). On obtient donc : 
x : AU, y : RPN, z : ACDt h t[x, y, z] : Ft. 

On a donc h u : AU, RPN — > G avec u = XxXyXz t[x, y, z] et G = ACDt ->• Ft. 
G est donc une formule du premier ordre. 

Dans la section précédente, on a obtenu des quasi-preuve 9,9' telles que (9,1) ||f- AU et 
(9',1) |||- RPN (théorèmes HÔ] et EU). 

Le théorème [281 (lemme d'adéquation) donne donc (u* , l u )(9, 1)(9' , 1) |||- G, c'est-à-dire : 
(v, (1 u a1)a1) |H-G avec v = ((âo)(âo)u*9)9' . 

D'après le théorème [33l on a donc ô' G v |f- C[(1 u a1)a1] — > G, c'est-à-dire : 
ô' G v H- C[(1 u a1)a1], ACDt F. 

L'axiome ACDt est conséquence de ACI (axiome du choix pour les individus). D'après le théo- 
rème [THJ on a donc une quasi-preuve ï]q |j- ACDt. 
Par ailleurs, on a évidemment une quasi-preuve £o ||~ C[(1 u a1)a1]. 
On a donc finalement ô' g v^qT]q \\- F. 

On peut alors appliquer au programme £ = ^qvÇo^o tous les résultats obtenus dans le cadre de 
la réalisabilité usuelle. Le cas où F est une formule arithmétique (resp. Il}) est étudié dans |12| 
(resp. [T3]). 

Pour prendre deux exemples très simples : 

Si F = VX(X1, XO — > XI), on a (•kK.n'.TryK-kTT quels que soient les termes k,k'ëA et la 
pile 7r G II. 

Si F = ym mi 3n mi ((j)(m, n) = 0), où <j) est un symbole de fonction, alors pour tout m G N, il 

existe n € N tel que <p(m, n) = et Ç -km . . 7r >- n-kn.ir'. 

T est la quasi- preuve de mise en mémoire des entiers donnée au théorème [ToTi). 

tt, k sont quelconques ; en prenant pour k une constante, on obtient donc un programme de calcul 

de n en fonction de m. 
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Bon ordre sur R 



Le „4.-modèle A4 est le même que dans la section précédente : l'ensemble d'individus est P = 
Rappelons qu'un élément de P est appelé tantôt individu, tantôt condition, suivant le 
contexte. 

On pose (m, n) = m + (m + n)(m + n + l)/2 (bijection de N 2 sur N). On définit une fonction 
binaire <p : P 2 — > P en posant : 

4>{n,p){ï) = p(i,n) si n G N; <p{n,p) est arbitraire (par exemple 0) si n ^ N. 

Notation. Dans la suite, on écrira p n au lieu de 4>(n,p). La donnée d'un individu p est donc 
équivalente à celle d'une suite d'individus p n {n G N). Si i,n E N, on a ||(i,n)ep|| = |[iep n ||. 

On fixe un bon ordre strict < sur P = V(H)^, isomorphe au cardinal 2 N ° : tout segment initial 
propre de < est donc de cardinal < 2 N ° . On définit une fonction binaire, notée (p < q) en posant 
(p < q) = 1 si p < q ; (p < q) = sinon. 

Comme la relation (p < q) = 1 est bien fondée sur P, on a (théorème [T3|) : 
Y \^yX[yx(y y ((y<x) = lt->Xy) ^ Xx) ^Vxls] 
dans le A- modèle A4, mais aussi dans tout B- modèle AT. 
On écrira, en abrégé, y <x pour (y <x) = 1. 

Dans et TVA, la relation < est donc bien fondée mais, en général, pas totale. 
C'est une relation d'ordre strict, dans ces deux modèles, car on a immédiatement, dans le mo- 
dèle A4 : I |f- Vx((x < x) / 1) ; / |f- Mxiy\/z((x < y) = 1 ((y < z) = 1 i-)- (x < s) = 1)). 
Comme il s'agit de formules du premier ordre, d'après le théorème [33J, on a aussi, dans le mo- 
dèle Af : ||f- Vx((x < x) ^ 1) ; ||f- VzVyV,z((x < y) = 1 (->• ((y < -z) = 1 1-» (x < z) = 1)). 
Une condition p € P est aussi une suite d'individus p^. On va la considérer intuitivement comme 
" l'ensemble des individus Pk+i pour kepo " ; cela pour définir la condition 1, la formule C[p] qui 
exprime que p est une condition non triviale, et l'opération binaire a. 

1 est l'ensemble vide, autrement dit ïeIq (c'est-à-dire (i,0)el) doit être faux. On pose donc : 
l(n) = II pour tout n S N. 

Une condition est non triviale si l'ensemble d'individus qui lui est associé est totalement ordonné 
par <. On pose donc : 

C\p]= \/i ent Vj ent (i e po , j e Po ->• E [p i+1 , p j+1 ) ) avec : 

E[x, y] = (x = y\/x<y\/y<x) c'est-à-dire E[x, y] = (x ^ y, (x < y) ^ 1, (y < x) ^ 1 — > _L). 
L'ensemble associé à p/\q est la réunion des ensembles associés à p et à q ; on pose donc : 
p/\q = r où ro est défini par : ||2iero|| = ||iei?o|| ; ||2i + lero|| = ||ieço|| j 
r j+1 est défini par : r 2i+ i = p i+ i ; r 2i+ 2 = Çi+i- 

La notation p C q signifie que l'ensemble associé à q contient celui associé à p. 
On pose donc : 

pCq = \/i ent (iep -> 3f nt {jeq ,p i+1 = q j+ i}). 
Lemme 63. 

i) 9 |f- VpVgVr(p Cq,qCr^rpCr) avec 9 = \f\g\i\x\h(fix)\j\y(g)jyh. 

ii) 9' <[ \-\/p\/q\/r{p C q — > p/\r C qAr) avec 9' = \f\i\y\u{{ei){u)iy){{{f){d 2 )iy)\j{u)(do)j 
où do,di,dz,e sont des quasi-preuves représentant respectivement les fonctions récursives : 
n h- » 2n, ni->2n + l, n i— > [n/2], n i— >• parité de n (e est à valeurs booléennes). 

i) On suppose : 

/ H-Vï(ent(i),iep 0) Vj(ent(j),jego -> Pi+i + Qj+i) -> -i) ; 
5 If Vj(ent(j), jeq ,Vfc(ent(/c),A;ero ->■ / r fc+ i) _L) ; 
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x |f iepo ; /i |f- v7c(ent(/c), A; e ro — > Pi+i ^ ï*fc+i) ; et on a i G |ent(i)|. 
D'où /ix |f-Vj(ent(j),j ego -> Pi+i 7^ g?+l) -> -L- 
Supposons y |f- je go et soit j G |ent(j)|. 

Si Pi+i = qj+i, alors gjy/i |f- L ; donc gjyh |f p*+i / Çj+i. On a montré : 
XjXy(g)jyh f Vj(ent(j),jego p i+ x + q j+ i). Donc (fix)XjXy(g)jyh |f J_. 
ii) On suppose : 

/ ||- Vi(ent(i),iep ,Vj(ent(j), j eq p i+ i ^ q j+1 ) -> _L) ; 

y H-i'e(pAr) ; u |f- V/(ent(/),/e(gAr) -> (pAr^+i / {q/\r) jl+x ). 

Si on remplace j' par 2j" , puis par 2/' + 1, on obtient, d'après la définition de a : 

(1) (u)(d )f |f j" eq ^ (p/\r) i/+1 ^ q f > +1 ; 

(2) (u)(di)f |fj"er -> (pAr) v+ i + r f , +1 . 
Il y a alors deux cas : 

• Si i' = 2i" , on a y epo et, d'après (1), (u)(do)j" \\-j"eqo — > Pi"+i / qj"+i- Donc : 
Xj(u)(d )j |f Vj(ent(i), jeq Pv+i ± qj+i) et, par suite : 

m)(d2)H)y)Xj(v)(do)j |f ±. 

• Si i' = 2i" + 1, on a y |f i" er$ et, d'après (2), {u){d\)j" |f j" £Tq — > rj» + i ^ ry+i. 
En faisant j" = i" , on obtient (u)(di)]/' |f i" £Tq — > _L et donc : 

(u)î'y |f 1. 

On a donc, dans les deux cas : ((e^)(u)i'y)(((f)(d2)^)y)Xj(u)(do)j |f _L. 
C.Q.F.D. 

Le m me 64. 

i) 6 |f VpVg(p C q, C[q] — > C[p]) awee 

6* = \f\g\i\i'\x\x'\u\v\w(fi'x')\j'\y'(fix)\j\y(g)jj'yy'uvw. 

ii) |f VpVgW(p C g, CfgAr] — > C[pAr]) autrement dit |f \/pMq{p C g — > g Ç p). 

i) Soient / |fpCg,g |f C[g], c'est-à-dire : 

/ |f Vi(ent(i),iep ,Vj(ent(j), jeg ->"Pi+i / -> -L) ; 
5 If VjV/(ent(j), ent(/), jeq ,j'eq E[q j+1 ,q j/+1 ]) avec : 
£[îc, y] = (x ^ y, (x < y) ± 1, (y < x) ± 1 -> 1). 

Soient x |f iep ,x' \\-i'ep ,u |f p i+ i ^p^ +1 ,t; |f (pm <ipi'+i) / |f (Pi'+i «Pi+l) / 1. 
Soient y |f jeg , y' |f /ego- 

On a gj/yy' |f -Efe+i, gj'+i] ; si p m = g j+i et p;/ + i = g^+i, alors gj/yy' |f ^[pi+i, Pi'+i], 
donc gj j'yy'uvw fj — JL. 

On a donc XjXy(g)j j'yy'uvw |f ent(j), j e g -> 1 si p i+ i = g i+ i et p;/ +1 = Çj-/ +1 . 
Par suite, Xj Xy (g) j j'yy'uvw ff Vj(ent(j), j eg -> p»+i / îj+i) si Pi'+l = Sj'+i, d'où : 
(fix)XjXy(g)j j'yy'uvw |f 1 si p*/ +1 = g,'+i, d'où : 

X j' Xy' ( f ix) XjXy {g) j j'yy'uvw |f V/(ent(/),/eg ->-Pi'+i ^ Donc : 

(f i[ x')X j' Xy'{fix)XjXy (g) j j'yy'uvw |f 1. 

ii) Se déduit immédiatement de (i) et |f VpVgVr(p C g — > pAr C gAr) (lemme [63]) . 
C.Q.F.D. 

Le lemme suivant montre qu'on peut construire l'algèbre B et le ^-modèle M . 

Lemme 65. // existe six quasi-preuves ao, a±, 02, (3q, Pi, P2 telles que : 

uq |f VpVgVr(C[(pAg)Ar] — > C[pA(gAr)]) ; ot\ |f Vp(C[p] — > C[pAl]) ; 

a 2 |f VpVg(C[pAg] C[g]) ; /3 |f Vp(C[p] C[pAp]) ; /3 X |f VpVg(C[pAg] C[gAp]) ; 

P2 |f VpVgVrVs(C[((pAg)Ar)As] — > C[(pA(gAr))As]). 
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On montre seulement le premier cas. D'après le lemme [647i) . il suffit de trouver une quasi-preuve 
6 \{-Vp\/qVr(pA(qAr) C (phq)/\r). On suppose donc : 

V IHe(p%Ar)) ; u |f- Vj(ent(j), j e ((pao)at") -> (pA(gAr)) i+ i ^ ((pAg)Ar) j+ i). 
Il y a trois cas : 

• i = 2i' ; on a alors y |j- i 1 ep^. On fait j = 2i = Ai' , donc u |f- cnt(2f), i' epo ~~ ^ Pi'+l 7^ Pi'+l- 
On a donc : (u)(do)iy [j- _L. 

• i = 4i' + 1 ; on a alors y |f- i' e go- On fait j = i + 2 = 4i' + 3, donc : 
u |f- ent(i + 2),i'£go — ► <?i'+i 7^ Qi'+i- On a donc : ((u)(a) 2 i)y |f- i_. 

• i = 4i' + 3 ; on a alors y |-| — er rç>. On fait j = i — 3 = 4i', donc : 
it |f- ent(i — 3),i' ero — »• ?v +1 ^ ry +1 . On a donc : ((ii)(p) 3 £)î/ |f- _L 
(p est le programme pour le prédécesseur). 

On pose donc 9 = XiXy\u(((e4i)(u)(do)iy)((u)(a) 2 i)y)((u)(p) s i)y, où est défini par sa règle 
d'exécution : e^-ki.Ç.n.Ç.iryÇ.Tr (resp. rj . 7r, C • 7r ) si i = 4i' (resp. 4i' + A, Ai' + 3). 
C.Q.F.D. 

On montre maintenant le : 
Théorème 66. 

La structure de forcing {C, a, 1} satisfait la condition de chaîne dénombrable dans M. 

Les hypothèses de la c.c.d. sont : 
Hq = Vn3p X(n,p) ; 

E x = Vn ent VpVg{^(n,p), X(n, q) -► p = q} ; 
H 2 = Vn ent VpVq(X(n,p),X(sn,q) -+qQp)] 
H 3 = Vn ent Vp(^(n,p) ->■ C[p]). 

Par ailleurs, d'après le théorème [THl on a une fonction binaire / : P 2 — > P telle que : 
ç \^Vn ent (3pX(n,p) -> 3/c ent A'(n, /(n, fc))). 
D'après .Ho, on peut donc aussi utiliser la formule : 

H' = Vn ent 3k ent X(n, /(n, fc)). 

On pose ^ = {^0,^6^1.^2,^3} et = {H , H' , H t , H 2 }. 

Lemme 67. h yp\/q\/m ent \/n ent {X(m,p), X(n,q) -y C[pAg]). 

On montre Vm mt Vn mt (^'(m,p), (m + n, q) — > q Ç p) par récurrence sur n. 
Pour n = 0, cela découle de H±, H3. Pour le pas de la récurrence, on utilise H 2 . 
On a donc VpVgVm ent Vn ent (Af(m,p), X(n, q) — ^-pEgVgÇp). 

De p E g, on déduit C[pAp] — > C[gAp], d'où le résultat d'après .H3 et C[p] — > C[pAp]. 
C.Q.F.D. 

On définit la limite cherchée h en définissant ho et /i m +i pour chaque m € N. 

Pour m = (i,n,k) ( c'est-à-dire (i, (n, /c)) ), on pose \\me ho\\ = \\X(n, f(n,k)) Aie (f(n,k))o\\ ', 

puis h m+ i = (f(n,k)) i+ i. 

Intuitivement, X définit une suite d'ensembles dénombrables, et h est la réunion de ces ensembles. 

• Preuve de H* h X(n,p) — > h Ç.p. 

D'après le lemme l64T ii). il suffit de montrer X(n,p) — > p C h, soit : 
X(n,p),iepo, Vm ent (m e /io , —s- /i m +i 7^ Pi+i) —> -L, pour n,i G N. 

On fixe /c E N et on pose m = (i, n, k). D'après la définition de h, il suffit de montrer : 
X(n,p),iepo,Vk ent (X(n,f(n,k)),ie(f(n,k)) ,^ (f(n,k)) i+1 ^p i+ i) -)■ ±. 
Or, de Hi, X(n,p), X(n, f(n,k)), on déduit f(n,k)=p et donc : 
(/(n, fc))o = Po et (/(n, A;))i+i = Pi+i- On est donc ramené à montrer : 
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X(n,p),iep ,Vk ent (X(n, f(n, k)),iep -> p i+1 ^ Pi+i) -> 1. 
Or, cette formule se déduit immédiatement de .PTg. 

• Preuve de H h C[/i]. 

On doit montrer C[/i], soit me h,Q,m' e h® — >■ i?[/i m+ i, /i m '+i]- Or, on a : 

m= (i,n,k); \\meh \\ = \\X(n, f(n,k)) Aie (f(n,k)) \\; h m+1 = (f(n,k)) i+1 : 

m' = (i>, n>, k') ; \\m' eh \\ = \\X(n', f(n>, k')) A i' e (f(n>, k')) \\ ; h m , +1 = (f(n>, k')) v+1 . 

De X(n, fin, k)), X(n', f(n', k')), on déduit C[u] avec u = f(n, k)/\f(n', k') (lemme |67|) . 
On a donc : 

||ze(/(n, fc)) || = ||2iew|| ; \\i'e(f(n', k')) \\ = \\2i' + leu\\ ; h m+1 =u 2i+1 ; h m > +1 = u 2i ' +2 . 
De C[w], on déduit E[u 2 i + i,u 2i / +2 ], c'est-à-dire E[h m+ i, h m /+i]. 

Cela termine la preuve du théorème 1661 
C.Q.F.D. 

Le bon ordre sur V(N) 

Dans le modèle M, on définit le prédicat unaire G{x) = 3p3i ent {->^T(p),iepo,x = Pi+i}- 
Lemme 68. ||f Q[x), G (y) — > E[x, y] . 

On doit montrer \\\- ^J(p),^J(q),iep ,x = p i+ i, j e q , y = q j+1 ->■ E[x,y], soit : 
IH--'J'(p),-'J'(g),îepo,jeço -> #[Pi+i,?j+i]- 

D'après le théorème [35Tii) et (iii), on a ||j- ->J'{p), ~^J{q) — > C\pAq]. 
Il suffit donc de montrer |||- C[pAg], i epo, j e qo — > E\pi + i,qj + i\. 

On montre ci-dessous qu'on a / |f- C\pAq],iepo, j '• e qo — ï E[pi + i, qj + \]. Comme c'est une formule 
du premier ordre, cela donne le résultat voulu, d'après le théorème [33l 
On a, en effet : p i+1 = (pAq) 2i+1 ; qj+i = (pAq) 2j+2 ; 

\\iepo\\ = ||2ie (pAg)o|| ; \\j£Qo\\ = Pj + le(pAg) ||. 
On est donc ramené à montrer : 

I \\-C\pAq],2ie(pAq) ,2j + le(pAq) -)■ E[(pAg) 2 i + i, (î>Ag) 2 j+2] 
ce qui est évident, par définition de C[pAg]. 
C.Q.F.D. 

Le lemme [68] montre que < est une relation totale sur G- Mais, par ailleurs, dans N ', < est une 
relation bien fondée. On a donc : 

||f G est bien ordonné par <. 
On définit maintenant deux fonctions sur P : 

• une fonction unaire ô : P —> P en posant ||ie<5(p)o|| = \\i + lepoll > ô(p)i+l = Pi+2- 

• une fonction binaire <fi : P 2 — » P en posant ||0£çi>(p, g)o[| = 0; ||i + 1 ecj)(p,q)o || = ||ï£Pq|| ; 
0(P) ?)i = ? ; 0(p> <?)i+2 = Pi+l pour tout i G N. 

On a donc ô((j)(p, q)) = p et g)i = g quels que soient p,q G P et par suite : 
I |f ypVq(5((f)(p, q)) = p) ; I ||f VpVg(<5(>(p, g)) = p) ; 
/ |f ypVq(4>(p,q)i = q) ; I [H — VpVg(0(p, g)i = g). 

Intuitivement, <5(p) définit l'ensemble obtenu en ôtant pi de l'ensemble associé à 
4>(p, q) définit l'ensemble obtenu en ajoutant q à l'ensemble associé à p. 

Lemme 69. Si p,q G P, il existe q' G P tel que ô(q') = q et Pi<q' pour tout i G N. 

Pour chaque a G P, on a ô(<f)(q, a)) = q. Mais l'application a h- > (p(q, a) est évidemment injective, 
puisque (j)(q,a)i = a. Donc l'ensemble {<p(q,a); a G P} est de cardinal 2^°. Or, par hypothèse 
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sur <, tout segment initial propre de P, pour le bon ordre <, est de cardinal < 2 . Il existe donc 
ao € P tel que pi < (f>(q, clq) pour tout i G N. Il suffit alors de poser q' = <j)(q, ao). 
C.Q.F.D. 

On peut donc définir une fonction binaire ip : P 2 — >• P telle que l'on ait : 

ô(ifj(p, q)) = q et (p^ < ip(p, q)) = 1 quels que soient p, q € P et i € N. On a donc : 

I |f VpVg(£(^(p,g)) = q); I |f VpVg(£(^(p, q)) = q). 

Kl |f- VpVaVi ent (p; < VO, g)) ; Kl ||f- VpVgVi ent (Pi < ^(p, g)). 

Lemme 70. On a ||f- Vg3x{Ç/(x), = q}. 

Ceci s'écrit ||f- Vg[VxVpVi ent (o(3;) = q, iepo, x = pi + \ — > J{p)) —s- -L] ou encore : 
||f Vq[VpVi ent (ie P0 , ô(p i+1 ) = g ^ J(p)) -> 1]. 
En faisant i = 0, il suffit de montrer : 

(1) ||fVg[Vp(0ep ,5(pi) = q ,7(p)) -> ±]. 

En remplaçant p par <j)(p,ip(p,q)) dans (1), on voit qu'il suffit de montrer : 

||f Vg^Vp J{4>(p,^{p,q)))- 

Lemme 71. |f- VpVg(C[p] — >■ C[0(p, ^>(p, g))]). 

On a C[r] = Vi ent Vj ent (i e ro , j £ tq — > i?[rj + i, r J+ i]). Donc, pour montrer |f- C[p] — » C[r], il 
suffit de montrer : 

( 1 ) |f C [p] -> Vi ent Vf nt (i + 1 e r , j + 1 e r -»• S [r i+2 , r i+2 ] ) et 

(2) \^C\p]^\/f n \0£r Q ,j + ler ^ E[ ri ,r j+2 }). 

On applique cette remarque en posant r = 4>(p,ip(p,q)). Alors (1) s'écrit |]-C[p] — > C[p] 
puisque \\i + lero|| = ||iepo|| et r i+2 = Pi+i et de même pour j. 

II suffit donc de montrer (2), c'est-à-dire : 

|fC[p] -> \/j ent (Oe(t)(p,ip(p,q))o,j + le<f>(p,i/>(p,q))a -)■ E[(j){p^{p,q))x,4>(jp^{p,q)) j+2 ]). 
Or, on a I |f- VpVg(0 e 0(p, g) ) ; 7 |f VpVg(j ep -> i + 1 e <£(p, ^(p, ?))o) î 
7 H-VpVg(0(p,^(p,g))i =tp(p,q)); I (f- VpVg(0(p, ^(p, g)) i+2 =Pj+i)- 
Il suffit donc de montrer : 

H_ C[p] -> Vf nt (j £Po £#(p, g),p i+ i]) 

ce qui est trivial, puisqu'on a TT7 ||- VpVqVj e nt (pj + i <ip(p,q))- 
C.Q.F.D. 

Lemme 72. \i\x\y((y)(a)i)x |f- VpVg(p C 0(jp, g)). 
Ceci s'écrit : 

AzAxAy((y)((T)î)x |)-Vi(ent(î),iepo)Vj(ent(j), je<j>(p,q) -> 0(p,g) j+ i ^Pi+i) -> -L) 
ce qui est immédiat, en faisant j = i + 1. 
C.Q.F.D. 

On a |f p C 0(p, 'î/'CP) <?)) (lemme I72|) . d'où on déduit |f- <^(p, ^(p, g)) E p (lemme [64li). et 
donc ||- C[0(p, ^(p, g))] — > C[pA</>(p, ^(p, g))]. D'après le lemme EU on a donc : 
|f- VpVg(C[p] — > C[pA0(p, ^(p, g))])- Comme il s'agit d'une formule du premier ordre, on a, d'après 
le théorème [33] : ||f- VpVg(C[p] — » C[pA0(p, ?/;(p, g))]) 

et donc, d'après le théorème [35Tii) : |||- Mp\/q{-^C[p/\(f){p, ip(p, g))] — > <J(p))- 
On applique alors le théorème 1361 qui donne : ||f- Vg-iVpi7"(0(p, ifi(p, g))) 
ce qui est le résultat cherché. 
C.Q.F.D. 
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Théorème 73. Les formules suivantes sont réalisées dans J\f : 

i) Il existe un bon ordre sur l'ensemble des individus. 

ii) Il existe un bon ordre sur l'ensemble des parties de N. 

i) Le lemme [TOI montre que, dans J\f, la fonction ô est une surjection de Q sur l'ensemble P des 
individus. Or, on a vu que la formule : " Q est bien ordonné par < " est réalisée dans J\f. 

ii) D'après les théorèmes 1401 et [66| la formule suivante est réalisée dans J\f : " Toute partie de N 
est représentée par un individu ". D'où le résultat, d'après (i). 

C.Q.F.D. 

Le théorème [73Tii) permet de transformer en programme n'importe quelle preuve d'une formule 
de l'arithmétique du second ordre, utilisant l'existence d'un bon ordre sur M. La méthode est la 
même que celle exposée ci-dessus pour l'axiome de l'ultrafiltre. 
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